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前言

“周志华老师的《机器学习》（西瓜书）是机器学习领域的经典入门教材之一，周老师为了使尽可能多的读
者通过西瓜书对机器学习有所了解, 所以在书中对部分公式的推导细节没有详述，但是这对那些想深究公式推
导细节的读者来说可能“不太友好”，本书旨在对西瓜书里比较难理解的公式加以解析，以及对部分公式补充
具体的推导细节。”
读到这里，大家可能会疑问为啥前面这段话加了引号，因为这只是我们最初的遐想，后来我们了解到，周

老师之所以省去这些推导细节的真实原因是，他本尊认为“理工科数学基础扎实点的大二下学生应该对西瓜书
中的推导细节无困难吧，要点在书里都有了，略去的细节应能脑补或做练习”。所以...... 本南瓜书只能算是我
等数学渣渣在自学的时候记下来的笔记，希望能够帮助大家都成为一名合格的“理工科数学基础扎实点的大二
下学生”。

使用说明

• 南瓜书的所有内容都是以西瓜书的内容为前置知识进行表述的，所以南瓜书的最佳使用方法是以西瓜书
为主线，遇到自己推导不出来或者看不懂的公式时再来查阅南瓜书；

• 对于初学机器学习的小白，西瓜书第 1 章和第 2 章的公式强烈不建议深究，简单过一下即可，等你学得
有点飘的时候再回来啃都来得及；

• 每个公式的解析和推导我们都力 (zhi) 争 (neng) 以本科数学基础的视角进行讲解，所以超纲的数学知识
我们通常都会以附录和参考文献的形式给出，感兴趣的同学可以继续沿着我们给的资料进行深入学习；

• 若南瓜书里没有你想要查阅的公式，或者你发现南瓜书哪个地方有错误，请毫不犹豫地去我们 GitHub的
Issues（地址：https://github.com/datawhalechina/pumpkin-book/issues）进行反馈，在对应版块
提交你希望补充的公式编号或者勘误信息，我们通常会在 24 小时以内给您回复，超过 24 小时未回复的
话可以邮件联系我们（微信：at-Sm1les）；

在线阅读地址：https://datawhalechina.github.io/pumpkin-book（内容实时更新）
最新版 PDF 获取地址：https://github.com/datawhalechina/pumpkin-book/releases
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第 1 章 绪论

公式 (1.1)

Eote (La|X, f) =
∑
h

∑
x∈X−X

P (x)I(h(x) ̸= f(x))P (h|X,La)

[解析]：参见公式 (1.2)

公式 (1.2)

∑
f

Eote(La|X, f) =
∑
f

∑
h

∑
x∈X−X

P (x)I(h(x) ̸= f(x))P (h|X,La)

=
∑

x∈X−X

P (x)
∑
h

P (h|X,La)
∑
f

I(h(x) ̸= f(x))

=
∑

x∈X−X

P (x)
∑
h

P (h|X,La)
1

2
2|X |

=
1

2
2|X |

∑
x∈X−X

P (x)
∑
h

P (h|X,La)

= 2|X |−1
∑

x∈X−X

P (x) · 1

[解析]：第 1 步到第 2 步： ∑
f

∑
h

∑
x∈X−X

P (x)I(h(x) ̸= f(x))P (h|X,La)

=
∑

x∈X−X

P (x)
∑
f

∑
h

I(h(x) ̸= f(x))P (h|X,La)

=
∑

x∈X−X

P (x)
∑
h

P (h|X,La)
∑
f

I(h(x) ̸= f(x))

第 2步到第 3步：首先要知道此时我们对 f 的假设是任何能将样本映射到 0,1的函数且服从均匀分布，也
就是说不止一个 f 且每个 f 出现的概率相等，例如样本空间只有两个样本时：X = {x1,x2}, |X | = 2，那
么所有的真实目标函数 f 为：

f1 : f1(x1) = 0, f1(x2) = 0;

f2 : f2(x1) = 0, f2(x2) = 1;

f3 : f3(x1) = 1, f3(x2) = 0;

f4 : f4(x1) = 1, f4(x2) = 1;

一共 2|X | = 22 = 4 个真实目标函数。所以此时通过算法 La 学习出来的模型 h(x) 对每个样本无论
预测值为 0 还是 1 必然有一半的 f 与之预测值相等，例如，现在学出来的模型 h(x) 对 x1 的预测值
为 1，也即 h(x1) = 1，那么有且只有 f3 和 f4 与 h(x) 的预测值相等，也就是有且只有一半的 f 与

它预测值相等，所以
∑

f I(h(x) ̸= f(x)) =
1

2
2|X |；第 3 步一直到最后显然成立。值得一提的是，在这

里我们假设真实的目标函数 f 为“任何能将样本映射到 0,1 的函数且服从均匀分布”，但是实际情形
并非如此，通常我们只认为能高度拟合已有样本数据的函数才是真实目标函数，例如，现在已有的样本
数据为 {(x1, 0), (x2, 1)}，那么此时 f2 才是我们认为的真实目标函数，由于没有收集到或者压根不存在
{(x1, 0), (x2, 0)}, {(x1, 1), (x2, 0)}, {(x1, 1), (x2, 1)} 这类样本，所以 f1, f3, f4 都不算是真实目标函数。这
也就是西瓜书公式 (1.3) 下面的第 3 段话举的“骑自行车”的例子所想表达的内容。

1
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第 2 章 模型评估

公式 (2.20)

AUC =
1

2

m−1∑
i=1

(xi+1 − xi) · (yi + yi+1)

[解析]：在解释 AUC 公式之前，我们需要先弄清楚 ROC 曲线的具体绘制过程，下面我们就举个例子，按
照西瓜书图 2.4 下方给出的绘制方法来讲解一下 ROC 曲线的具体绘制过程。假设我们已经训练得到一个
学习器 f(s)，现在用该学习器来对我们的 8 个测试样本（4 个正例，4 个反例，也即 m+ = m− = 4）进
行预测，假设预测结果为：

(s1, 0.77,+), (s2, 0.62,−), (s3, 0.58,+), (s4, 0.47,+), (s5, 0.47,−), (s6, 0.33,−), (s7, 0.23,+), (s8, 0.15,−)

其中，+ 和 − 分别表示为正例和为反例，里面的数字表示学习器 f(s) 预测该样本为正例的概率，例如对
于反例 s2 来说，当前学习器 f(s) 预测它是正例的概率为 0.62。根据西瓜书上给出的绘制方法可知，首先
需要对所有测试样本按照学习器给出的预测结果进行排序（上面给出的预测结果已经按照预测值从大到小
排好），接着将分类阈值设为一个不可能取到的最大值，显然这时候所有样本预测为正例的概率都一定小
于分类阈值，那么预测为正例的样本个数为 0，相应的真正例率和假正例率也都为 0，所以此时我们可以
在坐标 (0, 0) 处打一个点。接下来我们需要把分类阈值从大到小依次设为每个样本的预测值，也就是依次
设为 0.77�0.62�0.58�0.47�0.33�0.23�0.15，然后每次计算真正例率和假正例率，再在相应的坐标上打一个点，
最后再将各个点用直线串连起来即可得到 ROC 曲线。需要注意的是，在统计预测结果时，预测值等于分
类阈值的样本也算作预测为正例。例如，当分类阈值为 0.77 时，测试样本 s1 被预测为正例，由于它的真
实标记也是正例，所以此时 s1 是一个真正例。为了便于绘图，我们将 x 轴（假正例率轴）的“步长”定为
1

m−，y 轴（真正例率轴）的“步长”定为 1
m+，这样的话，根据真正例率和假正例率的定义可知，每次变

动分类阈值时，若新增 i 个假正例，那么相应的 x 轴坐标也就增加 i
m−，同理，若新增 j 个真正例，那么

相应的 y 轴坐标也就增加 j
m+。按照以上讲述的绘制流程，最终我们可以绘制出如下图所示的 ROC 曲线

在这里我们为了能在解析公式 (2.21) 时复用此图所以没有写上具体地数值，转而用其数学符号代替。其中
绿色线段表示在分类阈值变动的过程中只新增了真正例，红色线段表示只新增了假正例，蓝色线段表示既
新增了真正例也新增了假正例。根据 AUC 值的定义可知，此时的 AUC 值其实就是所有红色线段和蓝色
线段与 x 轴围成的面积之和。观察上图可知，红色线段与 x 轴围成的图形恒为矩形，蓝色线段与 x 轴围
成的图形恒为梯形，但是由于梯形面积公式既能算梯形面积，也能算矩形面积，所以无论是红色线段还是
蓝色线段，其与 x 轴围成的面积都能用梯形公式来计算，也即

1

2
· (xi+1 − xi) · (yi + yi+1)

2
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其中，(xi+1 − xi) 表示“高”，yi 表示“上底”，yi+1 表示“下底”。那么

m−1∑
i=1

[
1

2
· (xi+1 − xi) · (yi + yi+1)

]
表示的便是对所有红色线段和蓝色线段与 x 轴围成的面积进行求和，此即为 AUC

公式 (2.21)

ℓrank =
1

m+m−

∑
x+∈D+

∑
x−∈D−

(
I
(
f(x+) < f(x−)

)
+

1

2
I
(
f(x+) = f(x−)

))
[解析]：按照我们上述对公式 (2.20) 的解析思路，ℓrank 可以看作是所有绿色线段和蓝色线段与 y 轴围成
的面积之和，但是公式 (2.21) 很难一眼看出其面积的具体计算方式，因此我们需要将公式 (2.21) 进行恒
等变形

ℓrank =
1

m+m−

∑
x+∈D+

∑
x−∈D−

(
I
(
f(x+) < f(x−)

)
+

1

2
I
(
f(x+) = f(x−)

))

=
1

m+m−

∑
x+∈D+

[ ∑
x−∈D−

I
(
f(x+) < f(x−)

)
+

1

2
·
∑

x−∈D−

I
(
f(x+) = f(x−)

)]

=
∑

x+∈D+

[
1

m+
· 1

m−

∑
x−∈D−

I
(
f(x+) < f(x−)

)
+

1

2
· 1

m+
· 1

m−

∑
x−∈D−

I
(
f(x+) = f(x−)

)]

=
∑

x+∈D+

1

2
· 1

m+
·

[
2

m−

∑
x−∈D−

I
(
f(x+) < f(x−)

)
+

1

m−

∑
x−∈D−

I
(
f(x+) = f(x−)

)]

根据公式 (2.20) 中给出的 ROC 曲线图可知，在变动分类阈值的过程当中，如果有新增真正例，那么相应
地就会增加一条绿色线段或蓝色线段，所以上式中的

∑
x+∈D+

可以看作是在遍历所有绿色和蓝色线段，那

么相应地
∑

x+∈D+

后面的那一项便是在求绿色线段或者蓝色线段与 y 轴围成的面积，也即

1

2
· 1

m+
·

[
2

m−

∑
x−∈D−

I
(
f(x+) < f(x−)

)
+

1

m−

∑
x−∈D−

I
(
f(x+) = f(x−)

)]

同公式 (2.20) 中的求解思路一样，不论是绿色线段还是蓝色线段，其与 y 轴围成的图形面积都可以用梯
形公式来进行计算，所以上式表示的依旧是一个梯形的面积求解公式。其中 1

m+ 即为梯形的“高”，中括
号中的那一项便是“上底 + 下底”，下面我们来分别推导一下“上底”（较短的那个底）和“下底”。由于
在绘制 ROC 曲线的过程中，每新增一个假正例时 x 坐标也就新增一个单位，所以对于“上底”，也就是
绿色或者蓝色线段的下端点到 y 轴的距离，它就等于 1

m− 乘以预测值比 x+ 大的假正例的个数，也即

1

m−

∑
x−∈D−

I
(
f(x+) < f(x−)

)
而对于“下底”，它就等于 1

m− 乘以预测值大于等于 x+ 的假正例的个数，也即

1

m−

( ∑
x−∈D−

I
(
f(x+) < f(x−)

)
+

∑
x−∈D−

I
(
f(x+) = f(x−)

))

公式 (2.27)

ϵ = max ϵ s.t.
m∑

i=ϵ0×m+1

(
m

i

)
ϵi(1− ϵ)m−i < α

3
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[推导]：截至 2018 年 12 月，第一版第 30 次印刷，公式（2.27）应当勘误修正为

ϵ = min ϵ s.t.
m∑

i=ϵ×m+1

(
m

i

)
ϵi0(1− ϵ0)m−i < α

具体推导过程如下：由西瓜书中的上下文可知，对 ϵ ≤ ϵ0 进行假设检验，等价于附录 1⃝中所述的对 p ≤ p0
进行假设检验，所以在西瓜书中求解最大错误率 ϵ 等价于在附录 1⃝中求解事件最大发生频率 C

m
。由附

录 1⃝可知

C = minC s.t.
m∑

i=C+1

(
m

i

)
pi0(1− p0)m−i < α

所以
C

m
= min C

m
s.t.

m∑
i=C+1

(
m

i

)
pi0(1− p0)m−i < α

将上式中的 C
m
, C
m
, p0 等价替换为 ϵ, ϵ, ϵ0 可得

ϵ = min ϵ s.t.
m∑

i=ϵ×m+1

(
m

i

)
ϵi0(1− ϵ0)m−i < α

公式 (2.41)

E(f ;D) =ED

[
(f(x;D)− yD)2

]
=ED

[(
f(x;D)− f̄(x) + f̄(x)− yD

)2]
=ED

[(
f(x;D)− f̄(x)

)2]
+ ED

[(
f̄(x)− yD

)2]
+ ED

[
+2
(
f(x;D)− f̄(x)

) (
f̄(x)− yD

)]
=ED

[(
f(x;D)− f̄(x)

)2]
+ ED

[(
f̄(x)− yD

)2]
=ED

[(
f(x;D)− f̄(x)

)2]
+ ED

[(
f̄(x)− y + y − yD

)2]
=ED

[(
f(x;D)− f̄(x)

)2]
+ ED

[(
f̄(x)− y

)2]
+ ED

[
(y − yD)2

]
+ 2ED

[(
f̄(x)− y

)
(y − yD)

]
=ED

[(
f(x;D)− f̄(x)

)2]
+
(
f̄(x)− y

)2
+ ED

[
(yD − y)2

]
[解析]：第 1-2 步：减一个 f̄(x) 再加一个 f̄(x)，属于简单的恒等变形；
第 2-3 步：首先将中括号里面的式子展开

ED

[(
f(x;D)− f̄(x)

)2
+
(
f̄(x)− yD

)2
+ 2

(
f(x;D)− f̄(x)

) (
f̄(x)− yD

)]
然后根据期望的运算性质：E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] 可将上式化为

ED

[(
f(x;D)− f̄(x)

)2]
+ ED

[(
f̄(x)− yD

)2]
+ ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

) (
f̄(x)− yD

)]

第 3-4 步：再次利用期望的运算性质将第 3 步得到的式子的最后一项展开

ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

) (
f̄(x)− yD

)]
= ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· f̄(x)

]
− ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· yD

]
首先计算展开后得到的第一项

ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· f̄(x)

]
= ED

[
2f(x;D) · f̄(x)− 2f̄(x) · f̄(x)

]
4
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由于 f̄(x) 是常量，所以由期望的运算性质：E[AX +B] = AE[X] +B（其中 A,B 均为常量）可得

ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· f̄(x)

]
= 2f̄(x) · ED [f(x;D)]− 2f̄(x) · f̄(x)

由公式（2.37）可知：ED [f(x;D)] = f̄(x)，所以

ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· f̄(x)

]
= 2f̄(x) · f̄(x)− 2f̄(x) · f̄(x) = 0

接着计算展开后得到的第二项

ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· yD

]
= 2ED [f(x;D) · yD]− 2f̄(x) · ED [yD]

由于噪声和 f 无关，所以 f(x;D)和 yD 是两个相互独立的随机变量，所以根据期望的运算性质：E[XY ] =

E[X]E[Y ]（其中 X 和 Y 为相互独立的随机变量）可得

ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· yD

]
= 2ED [f(x;D) · yD]− 2f̄(x) · ED [yD]

= 2ED [f(x;D)] · ED [yD]− 2f̄(x) · ED [yD]

= 2f̄(x) · ED [yD]− 2f̄(x) · ED [yD]

= 0

所以

ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

) (
f̄(x)− yD

)]
= ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· f̄(x)

]
− ED

[
2
(
f(x;D)− f̄(x)

)
· yD

]
= 0 + 0

= 0

第 4-5 步：同第 1-2 步一样，减一个 y 再加一个 y，属于简单的恒等变形；
第 5-6 步：同第 2-3 步一样，将最后一项利用期望的运算性质进行展开；
第 6-7 步：因为 f̄(x) 和 y 均为常量，所以根据期望的运算性质可知，第 6 步中的第 2 项可化为

ED

[(
f̄(x)− y

)2]
=
(
f̄(x)− y

)2
同理，第 6 步中的最后一项可化为

2ED

[(
f̄(x)− y

)
(y − yD)

]
= 2

(
f̄(x)− y

)
ED [(y − yD)]

由于此时假设噪声的期望为零，也即 ED [(y − yD)] = 0，所以

2ED

[(
f̄(x)− y

)
(y − yD)

]
= 2

(
f̄(x)− y

)
· 0 = 0

附录

1⃝二项分布参数 p 的检验 [1]

设某事件发生的概率为 p，p 未知，作 m 次独立试验，每次观察该事件是否发生，以 X 记该事件发
生的次数，则 X 服从二项分布 B(m, p)，现根据 X 检验如下假设：

H0 : p ≤ p0
H1 : p > p0

由二项分布本身的特性可知：p 越小，X 取到较小值的概率越大。因此，对于上述假设，一个直观上合理
的检验为

φ :当X ≤ C时接受H0,否则就拒绝H0

5
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其中，C ∈ N 表示事件最大发生次数。此检验对应的功效函数为

βφ(p) = P (X > C)

= 1− P (X ≤ C)

= 1−
C∑
i=0

(
m

i

)
pi(1− p)m−i

=
m∑

i=C+1

(
m

i

)
pi(1− p)m−i

由于“p 越小，X 取到较小值的概率越大”可以等价表示为：P (X ≤ C) 是关于 p 的减函数（更为严格的
数学证明参见参考文献 [1] 中第二章习题 7），所以 βφ(p) = P (X > C) = 1− P (X ≤ C) 是关于 p 的增函
数，那么当 p ≤ p0 时，βφ(p0) 即为 βφ(p) 的上确界。又因为，根据参考文献 [1] 中 5.1.3 的定义 1.2 可知，
检验水平 α 默认取最小可能的水平，所以在给定检验水平 α 时，可以通过如下方程解得满足检验水平 α

的整数 C：
α = sup {βφ(p)}

显然，当 p ≤ p0 时：
α = sup {βφ(p)}

= βφ(p0)

=
m∑

i=C+1

(
m

i

)
pi0(1− p0)m−i

对于此方程，通常不一定正好解得一个整数 C 使得方程成立，较常见的情况是存在这样一个 C 使得

m∑
i=C+1

(
m

i

)
pi0(1− p0)m−i < α

m∑
i=C

(
m

i

)
pi0(1− p0)m−i > α

此时，C 只能取 C 或者 C + 1，若 C 取 C，则相当于升高了检验水平 α，若 C 取 C + 1 则相当于降低
了检验水平 α，具体如何取舍需要结合实际情况，但是通常为了减小犯第一类错误的概率，会倾向于令 C

取 C +1。下面考虑如何求解 C：易证 βφ(p0) 是关于 C 的减函数，所以再结合上述关于 C 的两个不等式
易推得

C = minC s.t.
m∑

i=C+1

(
m

i

)
pi0(1− p0)m−i < α

参考文献

[1] 陈希孺. 概率论与数理统计. 中国科学技术大学出版社, 2009.
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第 3 章 线性模型

公式 (3.5)

∂E(w,b)

∂w
= 2

(
w

m∑
i=1

x2i −
m∑
i=1

(yi − b)xi

)

[推导]：已知 E(w,b) =
m∑
i=1

(yi − wxi − b)2，所以

∂E(w,b)

∂w
=

∂

∂w

[
m∑
i=1

(yi − wxi − b)2
]

=
m∑
i=1

∂

∂w

[
(yi − wxi − b)2

]
=

m∑
i=1

[2 · (yi − wxi − b) · (−xi)]

=
m∑
i=1

[
2 ·
(
wx2i − yixi + bxi

)]
= 2 ·

(
w

m∑
i=1

x2i −
m∑
i=1

yixi + b
m∑
i=1

xi

)

= 2

(
w

m∑
i=1

x2i −
m∑
i=1

(yi − b)xi

)

公式 (3.6)

∂E(w,b)

∂b
= 2

(
mb−

m∑
i=1

(yi − wxi)

)

[推导]：已知 E(w,b) =
m∑
i=1

(yi − wxi − b)2，所以

∂E(w,b)

∂b
=

∂

∂b

[
m∑
i=1

(yi − wxi − b)2
]

=
m∑
i=1

∂

∂b

[
(yi − wxi − b)2

]
=

m∑
i=1

[2 · (yi − wxi − b) · (−1)]

=
m∑
i=1

[2 · (b− yi + wxi)]

= 2 ·

[
m∑
i=1

b−
m∑
i=1

yi +
m∑
i=1

wxi

]

= 2

(
mb−

m∑
i=1

(yi − wxi)

)

7
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公式 (3.7)

w =

∑m
i=1 yi(xi − x̄)∑m

i=1 x
2
i −

1

m
(
∑m

i=1 xi)
2

[推导]：令公式 (3.5) 等于 0

0 = w
m∑
i=1

x2i −
m∑
i=1

(yi − b)xi

w
m∑
i=1

x2i =
m∑
i=1

yixi −
m∑
i=1

bxi

由于令公式 (3.6)等于 0可得 b =
1

m

∑m
i=1(yi−wxi)，又因为

1

m

∑m
i=1 yi = ȳ，

1

m

∑m
i=1 xi = x̄，则 b = ȳ−wx̄，

代入上式可得

w
m∑
i=1

x2i =
m∑
i=1

yixi −
m∑
i=1

(ȳ − wx̄)xi

w
m∑
i=1

x2i =
m∑
i=1

yixi − ȳ
m∑
i=1

xi + wx̄
m∑
i=1

xi

w(
m∑
i=1

x2i − x̄
m∑
i=1

xi) =
m∑
i=1

yixi − ȳ
m∑
i=1

xi

w =

∑m
i=1 yixi − ȳ

∑m
i=1 xi∑m

i=1 x
2
i − x̄

∑m
i=1 xi

由于 ȳ
∑m

i=1 xi =
1

m

∑m
i=1 yi

∑m
i=1 xi = x̄

∑m
i=1 yi，x̄

∑m
i=1 xi =

1

m

∑m
i=1 xi

∑m
i=1 xi =

1

m
(
∑m

i=1 xi)
2，代入

上式即可得公式 (3.7)

w =

∑m
i=1 yi(xi − x̄)∑m

i=1 x
2
i −

1

m
(
∑m

i=1 xi)
2

如果要想用 Python 来实现上式的话，上式中的求和运算只能用循环来实现，但是如果我们能将上式给向
量化，也就是转换成矩阵（向量）运算的话，那么我们就可以利用诸如 NumPy 这种专门加速矩阵运算的

类库来进行编写。下面我们就尝试将上式进行向量化，将
1

m
(
∑m

i=1 xi)
2 = x̄

∑m
i=1 xi 代入分母可得

w =

∑m
i=1 yi(xi − x̄)∑m

i=1 x
2
i − x̄

∑m
i=1 xi

=

∑m
i=1(yixi − yix̄)∑m
i=1(x

2
i − xix̄)

又因为 ȳ
∑m

i=1 xi = x̄
∑m

i=1 yi =
∑m

i=1 ȳxi =
∑m

i=1 x̄yi = mx̄ȳ =
∑m

i=1 x̄ȳ，
∑m

i=1 xix̄ = x̄
∑m

i=1 xi =

x̄ ·m · 1
m
·
∑m

i=1 xi = mx̄2 =
∑m

i=1 x̄
2，则上式可化为

w =

∑m
i=1(yixi − yix̄− xiȳ + x̄ȳ)∑m
i=1(x

2
i − xix̄− xix̄+ x̄2)

=

∑m
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑m

i=1(xi − x̄)2

若令 x = (x1, x2, ..., xm)T，xd = (x1 − x̄, x2 − x̄, ..., xm − x̄)T 为去均值后的 x，y = (y1, y2, ..., ym)T，
yd = (y1 − ȳ, y2 − ȳ, ..., ym − ȳ)T 为去均值后的 y，其中 x、xd、y、yd 均为 m 行 1 列的列向量，代入上

8
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式可得

w =
xT
d yd

xT
d xd

公式 (3.9)

ŵ∗ = argmin
ŵ

(y −Xŵ)T(y −Xŵ)

[推导]：公式 (3.4) 是最小二乘法运用在一元线性回归上的情形，那么对于多元线性回归来说，我们可以类
似得到

(w∗, b∗) = argmin
(w,b)

m∑
i=1

(f (xi)− yi)2

= argmin
(w,b)

m∑
i=1

(yi − f (xi))
2

= argmin
(w,b)

m∑
i=1

(
yi −

(
wTxi + b

))2
为便于讨论，我们令 ŵ = (w; b) = (w1; ...;wd; b) ∈ R(d+1)×1, x̂i = (x1; ...;xd; 1) ∈ R(d+1)×1，那么上式可以
简化为

ŵ∗ = argmin
ŵ

m∑
i=1

(
yi − ŵTx̂i

)2
= argmin

ŵ

m∑
i=1

(
yi − x̂T

i ŵ
)2

根据向量内积的定义可知，上式可以写成如下向量内积的形式

ŵ∗ = argmin
ŵ

[
y1 − x̂T

1 ŵ · · · ym − x̂T
mŵ
]

y1 − x̂T
1 ŵ

...
ym − x̂T

mŵ


其中 

y1 − x̂T
1 ŵ

...
ym − x̂T

mŵ

 =


y1
...
ym

−

x̂T
1 ŵ
...

x̂T
mŵ



= y −


x̂T
1

...
x̂T
m

 · ŵ
= y −Xŵ

所以
ŵ∗ = argmin

ŵ

(y −Xŵ)T(y −Xŵ)

公式 (3.10)

∂Eŵ

∂ŵ
= 2XT(Xŵ − y)

[推导]：将 Eŵ = (y −Xŵ)T(y −Xŵ) 展开可得

Eŵ = yTy − yTXŵ − ŵTXTy + ŵTXTXŵ

9
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对 ŵ 求导可得
∂Eŵ

∂ŵ
=
∂yTy

∂ŵ
−
∂yTXŵ

∂ŵ
−
∂ŵTXTy

∂ŵ
+
∂ŵTXTXŵ

∂ŵ

由矩阵微分公式
∂aTx

∂x
=
∂xTa

∂x
= a,

∂xTAx

∂x
= (A + AT)x 可得

∂Eŵ

∂ŵ
= 0−XTy −XTy + (XTX + XTX)ŵ

∂Eŵ

∂ŵ
= 2XT(Xŵ − y)

公式 (3.27)

ℓ(β) =
m∑
i=1

(−yiβTx̂i + ln(1 + eβ
Tx̂i))

[推导]：将公式 (3.26) 代入公式 (3.25) 可得

ℓ(β) =

m∑
i=1

ln (yip1(x̂i;β) + (1− yi)p0(x̂i;β))

其中 p1(x̂i;β) =
eβ

Tx̂i

1 + eβ
Tx̂i

, p0(x̂i;β) =
1

1 + eβ
Tx̂i
，代入上式可得

ℓ(β) =
m∑
i=1

ln

yieβTx̂i + 1− yi
1 + eβ

Tx̂i


=

m∑
i=1

(
ln(yieβ

Tx̂i + 1− yi)− ln(1 + eβ
Tx̂i)

)
由于 yi=0 或 1，则

ℓ(β) =


∑m

i=1(− ln(1 + eβ
Tx̂i)), yi = 0∑m

i=1(β
Tx̂i − ln(1 + eβ

Tx̂i)), yi = 1

两式综合可得

ℓ(β) =
m∑
i=1

(
yiβ

Tx̂i − ln(1 + eβ
Tx̂i)

)
由于此式仍为极大似然估计的似然函数，所以最大化似然函数等价于最小化似然函数的相反数，也即在似
然函数前添加负号即可得公式 (3.27)。值得一提的是，若将公式 (3.26) 这个似然项改写为 p(yi|xi;w, b) =

10



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

[p1(x̂i;β)]
yi [p0(x̂i;β)]

1−yi，再将其代入公式 (3.25) 可得

ℓ(β) =
m∑
i=1

ln
(
[p1(x̂i;β)]

yi [p0(x̂i;β)]
1−yi

)
=

m∑
i=1

[yi ln (p1(x̂i;β)) + (1− yi) ln (p0(x̂i;β))]

=
m∑
i=1

{yi [ln (p1(x̂i;β))− ln (p0(x̂i;β))] + ln (p0(x̂i;β))}

=
m∑
i=1

yi ln
p1(x̂i;β)

p0(x̂i;β)

+ ln (p0(x̂i;β))


=

m∑
i=1

yi ln(eβTx̂i

)
+ ln

 1

1 + eβ
Tx̂i


=

m∑
i=1

(
yiβ

Tx̂i − ln(1 + eβ
Tx̂i)

)
显然，此种方式更易推导出公式 (3.27)

公式 (3.30)

∂ℓ(β)

∂β
= −

m∑
i=1

x̂i(yi − p1(x̂i;β))

[解析]：此式可以进行向量化，令 p1(x̂i;β) = ŷi，代入上式得

∂ℓ(β)

∂β
= −

m∑
i=1

x̂i(yi − ŷi)

=
m∑
i=1

x̂i(ŷi − yi)

= XT(ŷ − y)

= XT(p1(X;β)− y)

公式 (3.32)

J =
wT(µ0 − µ1)(µ0 − µ1)

Tw

wT(Σ0 +Σ1)w

[推导]：

J =
∥wTµ0 −wTµ1∥22
wT(Σ0 +Σ1)w

=
∥(wTµ0 −wTµ1)

T∥22
wT(Σ0 +Σ1)w

=
∥(µ0 − µ1)

Tw∥22
wT(Σ0 +Σ1)w

=

[
(µ0 − µ1)

Tw
]T

(µ0 − µ1)
Tw

wT(Σ0 +Σ1)w

=
wT(µ0 − µ1)(µ0 − µ1)

Tw

wT(Σ0 +Σ1)w

11
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公式 (3.37)

Sbw = λSww

[推导]：由公式 (3.36) 可得拉格朗日函数为

L(w, λ) = −wTSbw + λ(wTSww − 1)

对 w 求偏导可得
∂L(w, λ)

∂w
= −

∂(wTSbw)

∂w
+ λ

∂(wTSww − 1)

∂w

= −(Sb + ST
b )w + λ(Sw + ST

w)w

由于 Sb = ST
b ,Sw = ST

w，所以
∂L(w, λ)

∂w
= −2Sbw + 2λSww

令上式等于 0 即可得
−2Sbw + 2λSww = 0

Sbw = λSww

(µ0 − µ1)(µ0 − µ1)
Tw = λSww

若令 (µ0 − µ1)
Tw = γ，则

γ(µ0 − µ1) = λSww

w =
γ

λ
S−1
w (µ0 − µ1)

由于最终要求解的 w 不关心其大小，只关心其方向，所以 γ
λ
这个常数项可以任意取值，西瓜书中所说的

“不妨令 Sbw = λ(µ0 − µ1)”就等价于令
γ
λ
= 1，此时求解出的 w 即为公式 (3.39)

公式 (3.38)

Sbw = λ(µ0 − µ1)

[推导]：参见公式 (3.37)

公式 (3.39)

w = S−1
w (µ0 − µ1)

[推导]：参见公式 (3.37)

公式 (3.43)

Sb = St − Sw

=
N∑
i=1

mi(µi − µ)(µi − µ)T

12
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[推导]：由公式 (3.40)、公式 (3.41)、公式 (3.42) 可得：

Sb = St − Sw

=
m∑
i=1

(xi − µ)(xi − µ)T −
N∑
i=1

∑
x∈Xi

(x− µi)(x− µi)
T

=
N∑
i=1

(∑
x∈Xi

(
(x− µ)(x− µ)T − (x− µi)(x− µi)

T))

=
N∑
i=1

(∑
x∈Xi

(
(x− µ)(xT − µT)− (x− µi)(x

T − µT
i )
))

=
N∑
i=1

(∑
x∈Xi

(
xxT − xµT − µxT + µµT − xxT + xµT

i + µix
T − µiµ

T
i

))

=
N∑
i=1

(∑
x∈Xi

(
−xµT − µxT + µµT + xµT

i + µix
T − µiµ

T
i

))

=
N∑
i=1

(
−
∑
x∈Xi

xµT −
∑
x∈Xi

µxT +
∑
x∈Xi

µµT +
∑
x∈Xi

xµT
i +

∑
x∈Xi

µix
T −

∑
x∈Xi

µiµ
T
i

)

=
N∑
i=1

(
−miµiµ

T −miµµ
T
i +miµµ

T +miµiµ
T
i +miµiµ

T
i −miµiµ

T
i

)
=

N∑
i=1

(
−miµiµ

T −miµµ
T
i +miµµ

T +miµiµ
T
i

)
=

N∑
i=1

mi

(
−µiµ

T − µµT
i + µµT + µiµ

T
i

)
=

N∑
i=1

mi(µi − µ)(µi − µ)T

公式 (3.44)

max
W

tr(WTSbW)

tr(WTSwW)

[解析]：此式是公式 (3.35) 的推广形式，证明如下：设 W = (w1,w2, ...,wi, ...,wN−1) ∈ Rd×(N−1)，其中
wi ∈ Rd×1 为 d 行 1 列的列向量，则

tr(WTSbW) =
N−1∑
i=1

wT
i Sbwi

tr(WTSwW) =

N−1∑
i=1

wT
i Swwi

所以公式 (3.44) 可变形为

max
W

∑N−1
i=1 wT

i Sbwi∑N−1
i=1 wT

i Swwi

对比公式 (3.35) 易知上式即公式 (3.35) 的推广形式

公式 (3.45)

SbW = λSwW

13
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[推导]：同公式 (3.35) 一样，我们在此处也固定公式 (3.44) 的分母为 1，那么公式 (3.44) 此时等价于如下
优化问题

min
w

− tr(WTSbW)

s.t. tr(WTSwW) = 1

根据拉格朗日乘子法可知，上述优化问题的拉格朗日函数为

L(W, λ) = − tr(WTSbW) + λ(tr(WTSwW)− 1)

根据矩阵微分公式
∂

∂X tr (XTBX) = (B + BT)X 对上式关于 W 求偏导可得

∂L(W, λ)

∂W = −
∂
(
tr(WTSbW)

)
∂W + λ

∂
(
tr(WTSwW)− 1

)
∂W

= −(Sb + ST
b )W + λ(Sw + ST

w)W

由于 Sb = ST
b ,Sw = ST

w，所以
∂L(W, λ)

∂W = −2SbW + 2λSwW

令上式等于 0 即可得
−2SbW + 2λSwW = 0

SbW = λSwW

14
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第 4 章 决策树

公式 (4.1)

Ent(D) = −
|Y|∑
k=1

pk log2 pk

[解析]：证明 0 ≤ Ent(D) ≤ log2 |Y|：已知集合 D 的信息熵的定义为

Ent(D) = −
|Y|∑
k=1

pk log2 pk

其中，|Y| 表示样本类别总数，pk 表示第 k 类样本所占的比例，且 0 ≤ pk ≤ 1,
∑n

k=1 pk = 1。若令
|Y| = n, pk = xk，那么信息熵 Ent(D) 就可以看作一个 n 元实值函数，也即

Ent(D) = f(x1, ..., xn) = −
n∑

k=1

xk log2 xk

其中，0 ≤ xk ≤ 1,
∑n

k=1 xk = 1，下面考虑求该多元函数的最值。首先我们先来求最大值，如果不考虑约
束 0 ≤ xk ≤ 1，仅考虑

∑n
k=1 xk = 1 的话，对 f(x1, ..., xn) 求最大值等价于如下最小化问题

min
n∑

k=1

xk log2 xk

s.t.
n∑

k=1

xk = 1

显然，在 0 ≤ xk ≤ 1 时，此问题为凸优化问题，而对于凸优化问题来说，能令其拉格朗日函数的一阶偏导
数等于 0 的点即为最优解。根据拉格朗日乘子法可知，该优化问题的拉格朗日函数为

L(x1, ..., xn, λ) =
n∑

k=1

xk log2 xk + λ(
n∑

k=1

xk − 1)

其中，λ 为拉格朗日乘子。对 L(x1, ..., xn, λ) 分别关于 x1, ..., xn, λ 求一阶偏导数，并令偏导数等于 0 可得

∂L(x1, ..., xn, λ)

∂x1
=

∂

∂x1

[
n∑

k=1

xk log2 xk + λ(
n∑

k=1

xk − 1)

]
= 0

= log2 x1 + x1 ·
1

x1 ln 2
+ λ = 0

= log2 x1 +
1

ln 2
+ λ = 0

⇒ λ = − log2 x1 −
1

ln 2

15
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∂L(x1, ..., xn, λ)

∂x2
=

∂

∂x2

[
n∑

k=1

xk log2 xk + λ(
n∑

k=1

xk − 1)

]
= 0

⇒ λ = − log2 x2 −
1

ln 2
...

∂L(x1, ..., xn, λ)

∂xn
=

∂

∂xn

[
n∑

k=1

xk log2 xk + λ(
n∑

k=1

xk − 1)

]
= 0

⇒ λ = − log2 xn −
1

ln 2

∂L(x1, ..., xn, λ)

∂λ
=

∂

∂λ

[
n∑

k=1

xk log2 xk + λ(
n∑

k=1

xk − 1)

]
= 0

⇒
n∑

k=1

xk = 1

整理一下可得 
λ = − log2 x1 −

1

ln 2
= − log2 x2 −

1

ln 2
= ... = − log2 xn −

1

ln 2
n∑

k=1

xk = 1

由以上两个方程可以解得

x1 = x2 = ... = xn =
1

n

又因为 xk 还需满足约束 0 ≤ xk ≤ 1，显然 0 ≤
1

n
≤ 1，所以 x1 = x2 = ... = xn =

1

n
是满足所有约束的最

优解，也即为当前最小化问题的最小值点，同时也是 f(x1, ..., xn) 的最大值点。将 x1 = x2 = ... = xn =
1

n
代入 f(x1, ..., xn) 中可得

f(
1

n
, ...,

1

n
) = −

n∑
k=1

1

n
log2

1

n
= −n ·

1

n
log2

1

n
= log2 n

所以 f(x1, ..., xn) 在满足约束 0 ≤ xk ≤ 1,
∑n

k=1 xk = 1 时的最大值为 log2 n。求完最大值后下面我们再来
求最小值，如果不考虑约束

∑n
k=1 xk = 1，仅考虑 0 ≤ xk ≤ 1 的话，f(x1, ..., xn) 可以看做是 n 个互不相

关的一元函数的加和，也即

f(x1, ..., xn) =
n∑

k=1

g(xk)

其中，g(xk) = −xk log2 xk, 0 ≤ xk ≤ 1。那么当 g(x1), g(x2), ..., g(xn)分别取到其最小值时，f(x1, ..., xn)也
就取到了最小值。所以接下来考虑分别求 g(x1), g(x2), ..., g(xn) 各自的最小值，由于 g(x1), g(x2), ..., g(xn)

的定义域和函数表达式均相同，所以只需求出 g(x1) 的最小值也就求出了 g(x2), ..., g(xn) 的最小值。下面
考虑求 g(x1) 的最小值，首先对 g(x1) 关于 x1 求一阶和二阶导数

g′(x1) =
d(−x1 log2 x1)

dx1
= − log2 x1 − x1 ·

1

x1 ln 2
= − log2 x1 −

1

ln 2

g′′(x1) =
d (g′(x1))

dx1
=

d

− log2 x1 −
1

ln 2


dx1

= −
1

x1 ln 2

16
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显然，当 0 ≤ xk ≤ 1 时 g′′(x1) = −
1

x1 ln 2
恒小于 0，所以 g(x1) 是一个在其定义域范围内开口向下的凹

函数，那么其最小值必然在边界取，于是分别取 x1 = 0 和 x1 = 1，代入 g(x1) 可得

g(0) = −0 log2 0 = 0

g(1) = −1 log2 1 = 0

所以，g(x1)的最小值为 0，同理可得 g(x2), ..., g(xn)的最小值也为 0，那么 f(x1, ..., xn)的最小值此时也为
0。但是，此时是不考虑约束

∑n
k=1 xk = 1，仅考虑 0 ≤ xk ≤ 1 时取到的最小值，若考虑约束

∑n
k=1 xk = 1

的话，那么 f(x1, ..., xn) 的最小值一定大于等于 0。如果令某个 xk = 1，那么根据约束
∑n

k=1 xk = 1 可知
x1 = x2 = ... = xk−1 = xk+1 = ... = xn = 0，将其代入 f(x1, ..., xn) 可得

f(0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) = −0 log2 0− 0 log2 0...− 0 log2 0− 1 log2 1− 0 log2 0...− 0 log2 0 = 0

所以 xk = 1, x1 = x2 = ... = xk−1 = xk+1 = ... = xn = 0 一定是 f(x1, ..., xn) 在满足约束
∑n

k=1 xk = 1

和 0 ≤ xk ≤ 1 的条件下的最小值点，其最小值为 0。<br> 综上可知，当 f(x1, ..., xn) 取到最大值时：

x1 = x2 = ... = xn =
1

n
，此时样本集合纯度最低；当 f(x1, ..., xn) 取到最小值时：xk = 1, x1 = x2 = ... =

xk−1 = xk+1 = ... = xn = 0，此时样本集合纯度最高。

公式 (4.2)

Gain(D, a) = Ent(D)−
V∑

v=1

|Dv|
|D|

Ent(Dv)

[解析]：这个是信息增益的定义公式，在信息论中信息增益也称为互信息（参见附录 1⃝），其表示已知一个
随机变量的信息后使得另一个随机变量的不确定性减少的程度。所以在这里，这个公式可以理解为在属性
a 的取值已知后，样本类别这个随机变量的不确定性减小的程度。若根据某个属性计算得到的信息增益越
大，则说明在知道其取值后样本集的不确定性减小的程度越大，也即为书上所说的“纯度提升”越大。

公式 (4.6)

Gini_index(D, a) =
V∑

v=1

|Dv|
|D|

Gini(Dv)

[解析]：这个是数据集 D 中属性 a 的基尼指数的定义，它表示在属性 a 的取值已知的条件下，数据集 D

按照属性 a 的所有可能取值划分后的纯度，不过在构造 CART 分类树时并不会严格按照此公式来选择最
优划分属性，主要是因为 CART 分类树是一颗二叉树，如果用上面的公式去选出最优划分属性，无法进
一步选出最优划分属性的最优划分点。CART 分类树的构造算法如下：

• 首先，对每个属性 a 的每个可能取值 v，将数据集 D 分为 a = v 和 a ̸= v 两部分来计算基尼指数，
即

Gini_index(D, a) = |D
a=v|
|D|

Gini(Da=v) +
|Da ̸=v|
|D|

Gini(Da̸=v)

• 然后，选择基尼指数最小的属性及其对应取值作为最优划分属性和最优划分点；

• 最后，重复以上两步，直至满足停止条件。

17
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下面以西瓜书中表 4.2中西瓜数据集 2.0为例来构造 CART分类树，其中第一个最优划分属性和最优划分
点的计算过程如下：以属性“色泽”为例，它有 3个可能的取值：{青绿�乌黑�浅白}，若使用该属性的属性值
是否等于“青绿”对数据集 D进行划分，则可得到 2个子集，分别记为 D1(色泽 =青绿), D2(色泽 ̸=青绿)。
子集 D1 包含编号 {1, 4, 6, 10, 13, 17} 共 6 个样例，其中正例占 p1 =

3
6
，反例占 p2 =

3
6
；子集 D2 包含编

号 {2, 3, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 15, 16} 共 11 个样例，其中正例占 p1 = 5
11
，反例占 p2 = 6

11
，根据公式（4.5）

可计算出用“色泽 = 青绿”划分之后得到基尼指数为

Gini_index(D,色泽 =青绿) =
6

17
×
(
1− (

3

6
)2 − (

3

6
)2
)
+

11

17
×
(
1− (

5

11
)2 − (

6

11
)2
)

= 0.497

类似的，可以计算出以下不同属性取不同值的基尼指数

Gini_index(D,色泽 =乌黑) =
6

17
×
(
1− (

4

6
)2 − (

2

6
)2
)
+

11

17
×
(
1− (

4

11
)2 − (

7

11
)2
)

= 0.456

Gini_index(D,色泽 =浅白) =
5

17
×
(
1− (

1

5
)2 − (

4

5
)2
)
+

12

17
×
(
1− (

7

12
)2 − (

5

12
)2
)

= 0.426

Gini_index(D,根蒂 =蜷缩) = 0.456

Gini_index(D,根蒂 =稍蜷) = 0.496

Gini_index(D,根蒂 =硬挺) = 0.439

Gini_index(D,敲声 =浊响) = 0.450

Gini_index(D,敲声 =沉闷) = 0.494

Gini_index(D,敲声 =清脆) = 0.439

Gini_index(D,纹理 =清晰) = 0.286

Gini_index(D,纹理 =稍稀) = 0.437

Gini_index(D,纹理 =模糊) = 0.403

Gini_index(D,脐部 =凹陷) = 0.415

Gini_index(D,脐部 =稍凹) = 0.497

Gini_index(D,脐部 =平坦) = 0.362

Gini_index(D,触感 =硬挺) = 0.494

Gini_index(D,触感 =软粘) = 0.494

特别地，对于属性“触感”，由于它的可取值个数为 2，所以其实只需计算其中一个取值的基尼指数即可。
根据上面的计算结果可知 Gini_index(D,纹理 =清晰) = 0.286 最小，所以选择属性“纹理”为最优划分
属性并生成根节点，接着以“纹理 = 清晰”为最优划分点生成 D1(纹理 = 清晰), D2(纹理 ̸= 清晰) 两个
子节点，对于两个子节点分别重复上述步骤继续生成下一层子节点，直至满足停止条件。以上便是 CART
分类树的构建过程，从构建过程中可以看出，CART 分类树最终构造出来的是一颗二叉树。CART 决策树
除了能处理分类问题以外，它还可以处理回归问题，附录 2⃝中给出了 CART 回归树的构造算法。

公式 (4.7)

Ta = {a
i + ai+1

2
|1 ≤ i ≤ n− 1}

[解析]：这个公式所表达的思想很简单，就是以每两个相邻取值的中点作为划分点，下面以西瓜书中表
4.3 中西瓜数据集 3.0 为例来说明此公式的用法。对于“密度”这个连续属性，已观测到的可能取值为
{0.243, 0.245, 0.343, 0.360, 0.403, 0.437, 0.481, 0.556, 0.593, 0.608, 0.634, 0.639, 0.657, 0.666, 0.697, 0.719, 0.774}
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共 17 个值，根据公式（4.7）可知，此时 i 依次取 1 到 16，那么“密度”这个属性的候选划分点集合为
Ta = { (0.243+0.245)

2
, (0.245+0.343)

2
, (0.343+0.360)

2
, (0.360+0.403)

2
, (0.403+0.437)

2
, (0.437+0.481)

2
, (0.481+0.556)

2
, (0.556+0.593)

2
,

(0.593+0.608)
2

, (0.608+0.634)
2

, (0.634+0.639)
2

, (0.639+0.657)
2

, (0.657+0.666)
2

, (0.666+0.697)
2

, (0.697+0.719)
2

, (0.719+0.774)
2

}

公式 (4.8)

Gain(D, a) = max
t∈Ta

Gain(D, a, t)

= max
t∈Ta

Ent(D)−
∑

λ∈{−,+}

|Dλ
t |
|D|

Ent(Dλ
t )

[解析]：此公式是公式（4.2）用于离散化后的连续属性的版本，其中 Ta 由公式（4.7）计算得来，λ ∈ {−,+}
表示属性 a 的取值分别小于等于和大于候选划分点 t 时的情形，也即当 λ = − 时：Dλ

t = Da≤t
t ，当 λ = +

时：Dλ
t = Da>t

t 。

附录

1⃝互信息 [1]

在解释互信息之前，需要先解释一下什么是条件熵。条件熵表示的是在已知一个随机变量的条件下，
另一个随机变量的不确定性。具体地，假设有随机变量 X 和 Y，且它们服从以下联合概率分布

P (X = xi, Y = yj) = pij i = 1, 2, ...., n; j = 1, 2, ...,m

那么在已知 X 的条件下，随机变量 Y 的条件熵为

Ent(Y |X) =
n∑

i=1

pi Ent(Y |X = xi)

其中，pi = P (X = xi)�i = 1, 2, ..., n。互信息定义为信息熵和条件熵的差，它表示的是已知一个随机变量
的信息后使得另一个随机变量的不确定性减少的程度。具体地，假设有随机变量 X 和 Y，那么在已知 X

的信息后，Y 的不确定性减少的程度为

I(Y ;X) = Ent(Y )− Ent(Y |X)

此即为互信息的数学定义。

2⃝CART 回归树 [1]

假设给定数据集
D = (x1, y1), (x2, y2)..., (xN , yN )

其中 x ∈ Rd 为 d 维特征向量，y ∈ R 是连续型随机变量，这是一个标准的回归问题的数据集。若把每个
属性视为坐标空间中的一个坐标轴，则 d 个属性就构成了一个 d 维的特征空间，而每个 d 维特征向量 x

就对应了 d 维的特征空间中的一个数据点。CART 回归树的目标是将特征空间划分成若干个子空间，每
个子空间都有一个固定的输出值，也就是凡是落在同一个子空间内的数据点 xi，他们所对应的输出值 yi

恒相等，且都为该子空间的输出值。那么如何划分出若干个子空间呢？这里采用一种启发式的方法：

• 任意选择一个属性 a，遍历其所有可能取值，根据如下公式找出属性 a 最优划分点 v∗：

v∗ = argmin
v

min
c1

∑
xi∈R1(a,v)

(yi − c1)2 + min
c2

∑
xi∈R2(a,v)

(yi − c2)2

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其中，R1(a, v) = {x|x ∈ Da≤v}, R2(a, v) = {x|x ∈ Da>v}，c1 和 c2 分别为集合 R1(a, v) 和 R2(a, v)

中的样本 xi 对应的输出值 yi 的均值，也即

c1 = ave(yi|x ∈ R1(a, v)) =
1

|R1(a, v)|
∑

xi∈R1(a,v)

yi

c2 = ave(yi|x ∈ R2(a, v)) =
1

|R2(a, v)|
∑

xi∈R2(a,v)

yi

• 遍历所有属性，找到最优划分属性 a∗，然后根据 a∗ 的最优划分点 v∗ 将特征空间划分为两个子空间，
接着对每个子空间重复上述步骤，直至满足停止条件。这样就生成了一颗 CART 回归树，假设最终
将特征空间被划分为了 M 个子空间 R1, R2, ..., RM，那么 CART 回归树的模型公式可以表示为

f(x) =
M∑

m=1

cmI(x ∈ Rm)

同理，其中的 cm 表示的也是集合 Rm 中的样本 xi 对应的输出值 yi 的均值。此公式直观上的理解
就是，对于一个给定的样本 xi，首先判断其属于哪个子空间，然后将其所属的子空间对应的输出值
作为该样本的预测值 yi。

参考文献

[1] 李航. 统计学习方法. 清华大学出版社, 2012.

20



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

第 5 章 神经网络

公式 (5.2)

∆wi = η(y − ŷ)xi

[解析]：此公式是感知机学习算法中的参数更新公式，下面依次给出感知机模型、学习策略和学习算法的
具体介绍 [1]：

感知机模型

已知感知机由两层神经元组成，故感知机模型的公式可表示为

y = f(

n∑
i=1

wixi − θ) = f(wTx− θ)

其中，x ∈ Rn 为样本的特征向量，是感知机模型的输入；w, θ 是感知机模型的参数，w ∈ Rn 为权重，θ
为阈值。上式中的 f 通常设为符号函数，那么感知机模型的公式可进一步表示为

y = sign(wTx− θ) =

{
1, wTx− θ ≥ 0

0, wTx− θ < 0

由于 n 维空间中的超平面方程为

w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn + b = wTx+ b = 0

所以此时感知机模型公式中的 wTx− θ 可以看作是 n 维空间中的一个超平面，通过它将 n 维空间划分为
wTx− θ ≥ 0 和 wTx− θ < 0 两个子空间，落在前一个子空间的样本对应的模型输出值为 1，落在后一个
子空间的样本对应的模型输出值为 0，以此来实现分类功能。

感知机学习策略

给定一个线性可分的数据集 T（参见附录 1⃝），感知机的学习目标是求得能对数据集 T 中的正负样本
完全正确划分的分离超平面：

wTx− θ = 0

假设此时误分类样本集合为 M ⊆ T，对任意一个误分类样本 (x, y) ∈M 来说，当 wTx− θ ≥ 0 时，模型
输出值为 ŷ = 1，样本真实标记为 y = 0；反之，当 wTx− θ < 0 时，模型输出值为 ŷ = 0，样本真实标记
为 y = 1。综合两种情形可知，以下公式恒成立

(ŷ − y)(wTx− θ) ≥ 0

所以，给定数据集 T，其损失函数可以定义为：

L(w, θ) =
∑
x∈M

(ŷ − y)(wTx− θ)

显然，此损失函数是非负的。如果没有误分类点，损失函数值是 0。而且，误分类点越少，误分类点离超
平面越近，损失函数值就越小。因此，给定数据集 T，损失函数 L(w, θ) 是关于 w, θ 的连续可导函数。
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感知机学习算法

感知机模型的学习问题可以转化为求解损失函数的最优化问题，具体地，给定数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN )}

其中 xi ∈ Rn, yi ∈ {0, 1}，求参数 w, θ，使其为极小化损失函数的解：

min
w,θ

L(w, θ) = min
w,θ

∑
xi∈M

(ŷi − yi)(wTxi − θ)

其中 M ⊆ T 为误分类样本集合。若将阈值 θ 看作一个固定输入为 −1 的“哑节点”，即

−θ = −1 · wn+1 = xn+1 · wn+1

那么 wTxi − θ 可化简为

wTxi − θ =
n∑

j=1

wjxj + xn+1 · wn+1

=
n+1∑
j=1

wjxj

= wTxi

其中 xi ∈ Rn+1,w ∈ Rn+1。根据该式，可将要求解的极小化问题进一步简化为

min
w

L(w) = min
w

∑
xi∈M

(ŷi − yi)wTxi

假设误分类样本集合 M 固定，那么可以求得损失函数 L(w) 的梯度为：

∇wL(w) =
∑

xi∈M

(ŷi − yi)xi

感知机的学习算法具体采用的是随机梯度下降法，也就是极小化过程中不是一次使 M 中所有误分类点的
梯度下降，而是一次随机选取一个误分类点使其梯度下降。所以权重 w 的更新公式为

w ← w +∆w

∆w = −η(ŷi − yi)xi = η(yi − ŷi)xi

相应地，w 中的某个分量 wi 的更新公式即为公式 (5.2)。

公式 (5.10)

gj = −
∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj
∂βj

= −(ŷkj − ykj )f ′(βj − θj)

= ŷkj (1− ŷkj )(ykj − ŷkj )

[推导]：参见公式 (5.12)
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公式 (5.12)

∆θj = −ηgj

[推导]：因为

∆θj = −η
∂Ek

∂θj

又
∂Ek

∂θj
=
∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂θj

=
∂Ek

∂ŷkj
·
∂[f(βj − θj)]

∂θj

=
∂Ek

∂ŷkj
· f ′(βj − θj)× (−1)

=
∂Ek

∂ŷkj
· f (βj − θj)× [1− f (βj − θj)]× (−1)

=
∂Ek

∂ŷkj
· ŷkj

(
1− ŷkj

)
× (−1)

=

∂

1
2

l∑
j=1

(
ŷkj − ykj

)2
∂ŷkj

· ŷkj
(
1− ŷkj

)
× (−1)

=
1

2
× 2(ŷkj − ykj )× 1 · ŷkj

(
1− ŷkj

)
× (−1)

= (ykj − ŷkj )ŷkj
(
1− ŷkj

)
= gj

所以

∆θj = −η
∂Ek

∂θj
= −ηgj

公式 (5.13)

∆vih = ηehxi

[推导]：因为

∆vih = −η
∂Ek

∂vih
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又
∂Ek

∂vih
=

l∑
j=1

∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂βj
·
∂βj

∂bh
·
∂bh

∂αh

·
∂αh

∂vih

=
l∑

j=1

∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂βj
·
∂βj

∂bh
·
∂bh

∂αh

· xi

=
l∑

j=1

∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂βj
·
∂βj

∂bh
· f ′(αh − γh) · xi

=
l∑

j=1

∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂βj
· whj · f ′(αh − γh) · xi

=
l∑

j=1

(−gj) · whj · f ′(αh − γh) · xi

= −f ′(αh − γh) ·
l∑

j=1

gj · whj · xi

= −bh(1− bh) ·
l∑

j=1

gj · whj · xi

= −eh · xi
所以

∆vih = −η
∂Ek

∂vih
= ηehxi

公式 (5.14)

∆γh = −ηeh

[推导]：因为

∆γh = −η
∂Ek

∂γh

又
∂Ek

∂γh
=

l∑
j=1

∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂βj
·
∂βj

∂bh
·
∂bh

∂γh

=
l∑

j=1

∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂βj
·
∂βj

∂bh
· f ′(αh − γh) · (−1)

= −
l∑

j=1

∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂βj
· whj · f ′(αh − γh)

= −
l∑

j=1

∂Ek

∂ŷkj
·
∂ŷkj

∂βj
· whj · bh(1− bh)

=
l∑

j=1

gj · whj · bh(1− bh)

= eh

所以

∆γh = −η
∂Ek

∂γh
= −ηeh

24



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

公式 (5.15)

eh = −∂Ek

∂bh
· ∂bh
∂αh

= −
l∑

j=1

∂Ek

∂βj
· ∂βj
∂bh

f ′(αh − γh)

=
l∑

j=1

whjgjf
′(αh − γh)

= bh(1− bh)
l∑

j=1

whjgj

[推导]：参见公式 (5.13)

公式 (5.20)

E(s) = −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

wijsisj −
n∑

i=1

θisi

[解析]：Boltzmann 机本质上是一个引入了隐变量的无向图模型，无向图的能量可理解为

Egraph = Eedges + Enodes

其中，Egraph 表示图的能量，Eedges 表示图中边的能量，Enodes 表示图中结点的能量；边能量由两连接结点
的值及其权重的乘积确定：Eedgeij = −wijsisj，结点能量由结点的值及其阈值的乘积确定：Enodei = −θisi；
图中边的能量为图中所有边能量之和

Eedges =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Eedgeij = −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

wijsisj

图中结点的能量为图中所有结点能量之和

Enodes =
n∑

i=1

Enodei = −
n∑

i=1

θisi

故状态向量 s 所对应的 Boltzmann 机能量为

Egraph = Eedges + Enodes = −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

wijsisj −
n∑

i=1

θisi

公式 (5.22)

P (v|h) =
d∏

i=1

P (vi |h)

[解析]：受限 Boltzmann 机仅保留显层与隐层之间的连接，显层的状态向量为 v，隐层的状态向量为 h。

v =


v1

v2
...
vd

 h =


h1

h2
...
hq


对于显层状态向量 v 中的变量 vi，其仅与隐层状态向量 h 有关，所以给定隐层状态向量 h，v1, v2, ..., vd
相互独立。
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公式 (5.23)

P (h|v) =
q∏

j=1

P (hi |v)

[解析]：由公式 5.22 的解析同理可得：给定显层状态向量 v，h1, h2, · · · , hq 相互独立。

公式 (5.24)

∆w = η(vhT − v’h’T)

[推导]：由公式 (5.20) 可推导出受限 Boltzmann 机（以下简称 RBM）的能量函数为：

E(v,h) = −
d∑

i=1

q∑
j=1

wijvihj −
d∑

i=1

αivi −
q∑

j=1

βjhj

= −hTWv −αTv − βTh

其中

W =


w1

w2

...
wq

 ∈ Rq∗d

再由公式 (5.21) 可知，RBM 的联合概率分布为

P (v,h) =
1

Z
e−E(v,h)

其中 Z 为规范化因子
Z =

∑
v,h

e−E(v,h)

给定含 m 个独立同分布数据的数据集 V = {v1,v2, · · · ,vm}，记 θ = {W,α,β}，学习 RBM 的策略是求
出参数 θ 的值，使得如下对数似然函数最大化

L(θ) = ln
(

m∏
k=1

P (vk)

)

=
m∑

k=1

lnP (vk)

=
m∑

k=1

Lk(θ)
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具体采用的是梯度上升法来求解参数 θ，因此，下面来考虑求对数似然函数 L(θ) 的梯度。对于 V 中的任
意一个样本 vk 来说，其 Lk(θ) 的具体形式为

Lk(θ) = lnP (vk)

= ln
(∑

h

P (vk,h)

)

= ln
(∑

h

1

Z
e−E(vk,h)

)

= ln
(∑

h

e−E(vk,h)

)
− lnZ

= ln
(∑

h

e−E(vk,h)

)
− ln

(∑
v,h

e−E(v,h)

)

对 Lk(θ) 进行求导
∂Lk(θ)

∂θ
=

∂

∂θ

[
ln
∑
h

e−E(vk,h)

]
− ∂

∂θ

[
ln
∑
v,h

e−E(v,h)

]

= −
∑

h e
−E(vk,h) ∂E(vk,h)

∂θ∑
h e

−E(vk,h)
+

∑
v,h e

−E(v,h) ∂E(v,h)
∂θ∑

v,h e
−E(v,h)

= −
∑
h

e−E(vk,h) ∂E(vk,h)
∂θ∑

h e
−E(vk,h)

+
∑
v,h

e−E(v,h) ∂E(v,h)
∂θ∑

v,h e
−E(v,h)

由于
e−E(vk,h)∑
h e

−E(vk,h)
=

e−E(vk,h)

Z∑
h e−E(vk,h)

Z

=
e−E(vk,h)

Z∑
h

e−E(vk,h)

Z

=
P (vk,h)∑
h P (vk,h)

= P (h|vk)

e−E(v,h)∑
v,h e

−E(v,h)
=

e−E(v,h)

Z∑
v,h e−E(v,h)

Z

=
e−E(v,h)

Z∑
v,h

e−E(v,h)

Z

=
P (v,h)∑
v,h P (v,h)

= P (v,h)

故
∂Lk(θ)

∂θ
= −

∑
h

P (h|vk)
∂E(vk,h)

∂θ
+
∑
v,h

P (v,h)
∂E(v,h)

∂θ

= −
∑
h

P (h|vk)
∂E(vk,h)

∂θ
+
∑
v

∑
h

P (v)P (h|v)∂E(v,h)

∂θ

= −
∑
h

P (h|vk)
∂E(vk,h)

∂θ
+
∑
v

P (v)
∑
h

P (h|v)∂E(v,h)

∂θ

由于 θ = {W,α,β} 包含三个参数，在这里我们仅以 W 中的任意一个分量 wij 为例进行详细推导。首先
将上式中的 θ 替换为 wij 可得

∂Lk(θ)

∂wij

= −
∑
h

P (h|vk)
∂E(vk,h)

∂wij

+
∑
v

P (v)
∑
h

P (h|v)∂E(v,h)

∂wij

27



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

根据公式 (5.23) 可知 ∑
h

P (h|v)∂E(v,h)

∂wij

=−
∑
h

P (h|v)hivj

=−
∑
h

q∏
l=1

P (hl|v)hivj

=−
∑
h

P (hi|v)
q∏

l=1,l ̸=i

P (hl|v)hivj

=−
∑
h

P (hi|v)P (h1, ..., hi−1, hi+1, ..., hq|v)hivj

=−
∑
hi

P (hi|v)hivj
∑

h1,...,hi−1,hi+1,...,hq

P (h1, ..., hi−1, hi+1, ..., hq|v)

=−
∑
hi

P (hi|v)hivj · 1

=− [P (hi = 0|v) · 0 · vj + P (hi = 1|v) · 1 · vj ]

=− P (hi = 1|v)vj

同理可推得 ∑
h

P (h|vk)
∂E(vk,h)

∂wij

= −P (hi = 1|vk)v
k
j

将以上两式代回 ∂Lk(θ)
∂wij

中可得

∂Lk(θ)

∂wij

= P (hi = 1|vk)v
k
j −

∑
v

P (v)P (hi = 1|v)vj

观察此式可知，通过枚举所有可能的 v 来计算
∑

v P (v)P (hi = 1|v)vj 的复杂度太高，因此可以考虑求其
近似值来简化计算。具体地，RBM 通常采用的是西瓜书上所说的“对比散度”（Contrastive Divergence，
简称 CD）算法。CD 算法的核心思想 [2] 是：用步长为 s（通常设为 1）的 CD 算法

CDs(θ,v) = −
∑
h

P (h|v(0))
∂E(v(0),h)

∂θ
+
∑
h

P (h|v(s))
∂E(v(s),h)

∂θ

近似代替
∂Lk(θ)

∂θ
= −

∑
h

P (h|vk)
∂E(vk,h)

∂θ
+
∑
v

P (v)
∑
h

P (h|v)∂E(v,h)

∂θ

由此可知对于 wij 来说，就是用

CDs(wij ,v) = P (hi = 1|v(0))v
(0)
j − P (hi = 1|v(s))v

(s)
j

近似代替
∂Lk(θ)

∂wij

= P (hi = 1|vk)v
k
j −

∑
v

P (v)P (hi = 1|v)vj

令 ∆wij := ∂Lk(θ)
∂wij

，RBM(θ) 表示参数为 θ 的 RBM 网络，则 CDs(wij ,v) 的具体算法为 Algorithm
1。其中函数 h_given_v(v, RBM(θ)) 表示在给定 v 的条件下，从 RBM(θ) 中采样生成 h，同理，函数
v_given_h(h, RBM(θ)) 表示在给定 h 的条件下，从 RBM(θ) 中采样生成 v。由于两个函数的算法可以
互相类比推得，因此，下面仅给出函数 h_given_v(v, RBM(θ)) 的具体算法 Algorithm 2。综上可知，公
式 (5.24) 其实就是带有学习率为 η 的 ∆wij 的一种形式化的表示。
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Algorithm 1 CDs(wij ,v)

输入: s, V = {v1,v2, · · · ,vm}, RBM(θ)

过程:
1: 初始化：∆wij = 0

2: for v ∈ V do 　　
3: v(0) := v 　　
4: for t = 1, 2, ..., s− 1 do 　　
5: h(t) = h_given_v(v(t), RBM(θ)) 　　
6: v(t+1) = v_given_h(h(t), RBM(θ)) 　　　　
7: for i = 1, 2, ..., q; j = 1, 2, ..., d do 　　
8: ∆wij = ∆wij +

[
P (hi = 1|v(0))v

(0)
j − P (hi = 1|v(s))v

(s)
j

]
　　

输出: ∆wij

Algorithm 2 h_given_v(v, RBM(θ))

输入: v, RBM(θ)

过程:
1: for i = 1, 2, ..., q do 　　
2: 随机生成0 ≤ αi ≤ 1 　　

3: hj =

{
1, if αi < P (hi = 1|v)
0, otherwise

输出: h = (h1, h2, ..., hq)
T

附录

1⃝数据集的线性可分 [1]

给定一个数据集
T = {(x1, y1), (x2, y2), ..., (xN , yN )}

其中，xi ∈ Rn, yi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, ..., N，如果存在某个超平面

wTx+ b = 0

能将数据集 T 中的正样本和负样本完全正确地划分到超平面两侧，即对所有 yi = 1的样本 xi，有 wTxi+

b ≥ 0，对所有 yi = 0 的样本 xi，有 wTxi + b < 0，则称数据集 T 线性可分，否则称数据集 T 线性不可
分。
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第 6 章 支持向量机

公式 (6.9)

w =
m∑
i=1

αiyixi

[推导]：公式 (6.8) 可作如下展开

L(w, b,α) =
1

2
||w||2 +

m∑
i=1

αi(1− yi(wTxi + b))

=
1

2
||w||2 +

m∑
i=1

(αi − αiyiw
Txi − αiyib)

=
1

2
wTw +

m∑
i=1

αi −
m∑
i=1

αiyiw
Txi −

m∑
i=1

αiyib

 

对 w 和 b 分别求偏导数  并令其等于 0

∂L

∂w
=

1

2
× 2×w + 0−

m∑
i=1

αiyixi − 0 = 0 =⇒ w =
m∑
i=1

αiyixi

∂L

∂b
= 0 + 0− 0−

m∑
i=1

αiyi = 0 =⇒
m∑
i=1

αiyi = 0

值得一提的是，上述求解过程遵循的是西瓜书附录 B 中公式 (B.7) 左边的那段话“在推导对偶问题时，常
通过将拉格朗日函数 L(x,λ,µ) 对 x 求导并令导数为 0，来获得对偶函数的表达形式”。那么这段话背后
的缘由是啥呢？在这里我认为有两种说法可以进行解释：

1. 对于强对偶性成立的优化问题，其主问题的最优解 x∗ 一定满足附录 1⃝给出的 KKT 条件（证明参见
参考文献 [2] 的 § 5.5），而 KKT 条件中的条件 (1) 就要求最优解 x∗ 能使得拉格朗日函数 L(x,λ,µ)

关于 x 的一阶导数等于 0；

2. 对于任意优化问题，若拉格朗日函数 L(x,λ,µ) 是关于 x 的凸函数，那么此时对 L(x,λ,µ) 关于
x 求导并令导数等于 0 解出来的点一定是最小值点。根据对偶函数的定义可知，将最小值点代回
L(x,λ,µ) 即可得到对偶函数。

显然，对于 SVM 来说，从以上任意一种说法都能解释得通。

公式 (6.10)

0 =
m∑
i=1

αiyi

[解析]：参见公式 (6.9)

公式 (6.11)

max
α

m∑
i=1

αi −
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

s.t.
m∑
i=1

αiyi = 0

αi ≥ 0 i = 1, 2, . . . ,m
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[推导]：将公式 (6.9)和公式 (6.10)代入公式 (6.8)即可将 L(w, b,α)中的 w 和 b消去，再考虑公式 (6.10)
的约束，就得到了公式 (6.6) 的对偶问题

inf
w,b

L(w, b,α) =
1

2
wTw +

m∑
i=1

αi −
m∑
i=1

αiyiw
Txi −

m∑
i=1

αiyib

=
1

2
wT

m∑
i=1

αiyixi −wT

m∑
i=1

αiyixi +
m∑
i=1

αi − b
m∑
i=1

αiyi

= −1

2
wT

m∑
i=1

αiyixi +
m∑
i=1

αi − b
m∑
i=1

αiyi

由于
m∑
i=1

αiyi = 0，所以上式最后一项可化为 0，于是得

inf
w,b

L(w, b,α) = −1

2
wT

m∑
i=1

αiyixi +
m∑
i=1

αi

= −1

2
(

m∑
i=1

αiyixi)
T (

m∑
i=1

αiyixi) +
m∑
i=1

αi

= −1

2

m∑
i=1

αiyix
T
i

m∑
i=1

αiyixi +
m∑
i=1

αi

=
m∑
i=1

αi −
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

所以

max
α

inf
w,b

L(w, b,α) = max
α

m∑
i=1

αi −
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

公式 (6.13)


αi ⩾ 0

yif (xi)− 1 ⩾ 0

αi (yif (xi)− 1) = 0

[解析]：参见公式 (6.9) 中给出的第 1 点理由

公式 (6.35)

min
w,b,ξi

1

2
∥w∥2 + C

m∑
i=1

ξi

s.t. yi
(
wTxi + b

)
⩾ 1− ξi

ξi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . ,m

[解析]：令
max

(
0, 1− yi

(
wTxi + b

))
= ξi

显然 ξi ≥ 0，而且当 1− yi
(
wTxi + b

)
> 0 时

1− yi
(
wTxi + b

)
= ξi

当 1− yi
(
wTxi + b

)
≤ 0 时

ξi = 0
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所以综上可得
1− yi

(
wTxi + b

)
≤ ξi ⇒ yi

(
wTxi + b

)
⩾ 1− ξi

公式 (6.37)

w =
m∑
i=1

αiyixi

[解析]：参见公式 (6.9)

公式 (6.38)

0 =
m∑
i=1

αiyi

[解析]：参见公式 (6.10)

公式 (6.39)

C = αi + µi

[推导]：公式 (6.36) 关于 ξi 求偏导并令其等于 0 可得：

∂L

∂ξi
= 0 + C × 1− αi × 1− µi × 1 = 0 =⇒ C = αi + µi

公式 (6.40)

max
α

m∑
i=1

αi −
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

s.t.
m∑
i=1

αiyi = 0

0 ≤ αi ≤ C i = 1, 2, . . . ,m

将公式 (6.37)-(6.39) 代入公式 (6.36) 可以得到公式 (6.35) 的对偶问题：

1

2
||w||2 + C

m∑
i=1

ξi +
m∑
i=1

αi(1− ξi − yi(wTxi + b))−
m∑
i=1

µiξi

=
1

2
||w||2 +

m∑
i=1

αi(1− yi(wTxi + b)) + C
m∑
i=1

ξi −
m∑
i=1

αiξi −
m∑
i=1

µiξi

=− 1

2

m∑
i=1

αiyix
T
i

m∑
i=1

αiyixi +
m∑
i=1

αi +
m∑
i=1

Cξi −
m∑
i=1

αiξi −
m∑
i=1

µiξi

=− 1

2

m∑
i=1

αiyix
T
i

m∑
i=1

αiyixi +
m∑
i=1

αi +
m∑
i=1

(C − αi − µi)ξi

=
m∑
i=1

αi −
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

= min
w,b,ξ

L(w, b,α, ξ,µ)
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所以

max
α,µ

min
w,b,ξ

L(w, b,α, ξ,µ) = max
α,µ

m∑
i=1

αi −
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

= max
α

m∑
i=1

αi −
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

又
αi ≥ 0

µi ≥ 0

C = αi + µi

消去 µi 可得等价约束条件为：
0 ≤ αi ≤ C i = 1, 2, . . . ,m

公式 (6.41)


αi ⩾ 0, µi ⩾ 0

yif (xi)− 1 + ξi ⩾ 0

αi (yif (xi)− 1 + ξi) = 0

ξi ⩾ 0, µiξi = 0

[解析]：参见公式 (6.13)

公式 (6.52)


αi (f (xi)− yi − ϵ− ξi) = 0

α̂i

(
yi − f (xi)− ϵ− ξ̂i

)
= 0

αiα̂i = 0, ξiξ̂i = 0

(C − αi) ξi = 0, (C − α̂i) ξ̂i = 0

[推导]：将公式 (6.45) 的约束条件全部恒等变形为小于等于 0 的形式可得：
f (xi)− yi − ϵ− ξi ≤ 0

yi − f (xi)− ϵ− ξ̂i ≤ 0

−ξi ≤ 0

−ξ̂i ≤ 0

由于以上四个约束条件的拉格朗日乘子分别为 αi, α̂i, µi, µ̂i，所以由附录 1⃝可知，以上四个约束条件可相
应转化为以下 KKT 条件： 

αi (f (xi)− yi − ϵ− ξi) = 0

α̂i

(
yi − f (xi)− ϵ− ξ̂i

)
= 0

−µiξi = 0⇒ µiξi = 0

−µ̂iξ̂i = 0⇒ µ̂iξ̂i = 0

由公式 (6.49) 和公式 (6.50) 可知：
µi = C − αi

µ̂i = C − α̂i
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所以上述 KKT 条件可以进一步变形为：
αi (f (xi)− yi − ϵ− ξi) = 0

α̂i

(
yi − f (xi)− ϵ− ξ̂i

)
= 0

(C − αi)ξi = 0

(C − α̂i)ξ̂i = 0

又因为样本 (xi, yi)只可能处在间隔带的某一侧，那么约束条件 f (xi)−yi−ϵ−ξi = 0和 yi−f (xi)−ϵ−ξ̂i =
0 不可能同时成立，所以 αi 和 α̂i 中至少有一个为 0，也即 αiα̂i = 0。在此基础上再进一步分析可知，如
果 αi = 0 的话，那么根据约束 (C − αi)ξi = 0 可知此时 ξi = 0，同理，如果 α̂i = 0 的话，那么根据约束
(C− α̂i)ξ̂i = 0 可知此时 ξ̂i = 0，所以 ξi 和 ξ̂i 中也是至少有一个为 0，也即 ξiξ̂i = 0。将 αiα̂i = 0, ξiξ̂i = 0

整合进上述 KKT 条件中即可得到公式 (6.52)。

公式 (6.60)

max
w

J(w) =
wTSϕ

bw

wTSϕ
ww

[解析]：类似于第 3 章的公式 (3.35)。

公式 (6.62)

Sϕ
b =

(
µϕ

1 − µϕ
0

)(
µϕ

1 − µϕ
0

)T

[解析]：类似于第 3 章的公式 (3.34)。

公式 (6.63)

Sϕ
w =

1∑
i=0

∑
x∈Xi

(
ϕ(x)− µϕ

i

)(
ϕ(x)− µϕ

i

)T

[解析]：类似于第 3 章的公式 (3.33)。

公式 (6.65)

w =
m∑
i=1

αiϕ (xi)

[推导]：由表示定理可知，此时二分类 KLDA 最终求得的投影直线方程总可以写成如下形式

h(x) =
m∑
i=1

αiκ (x,xi)

又因为直线方程的固定形式为
h(x) = wTϕ(x)

所以

wTϕ(x) =
m∑
i=1

αiκ (x,xi)

34



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

将 κ (x,xi) = ϕ(x)Tϕ(xi) 代入可得

wTϕ(x) =
m∑
i=1

αiϕ(x)
Tϕ(xi)

wTϕ(x) = ϕ(x)T ·
m∑
i=1

αiϕ(xi)

由于 wTϕ(x) 的计算结果为标量，而标量的转置等于其本身，所以

wTϕ(x) =
(
wTϕ(x)

)T
= ϕ(x)T ·

m∑
i=1

αiϕ(xi)

wTϕ(x) = ϕ(x)Tw = ϕ(x)T ·
m∑
i=1

αiϕ(xi)

w =
m∑
i=1

αiϕ(xi)

公式 (6.66)

µ̂0 =
1

m0

K10

[解析]：为了详细地说明此公式的计算原理，下面首先先举例说明，然后再在例子的基础上延展出其一般
形式。假设此时仅有 4 个样本，其中第 1 和第 3 个样本的标记为 0，第 2 和第 4 个样本的标记为 1，那
么此时：

m = 4

m0 = 2,m1 = 2

X0 = {x1,x3}, X1 = {x2,x4}

K =


κ (x1,x1) κ (x1,x2) κ (x1,x3) κ (x1,x4)

κ (x2,x1) κ (x2,x2) κ (x2,x3) κ (x2,x4)

κ (x3,x1) κ (x3,x2) κ (x3,x3) κ (x3,x4)

κ (x4,x1) κ (x4,x2) κ (x4,x3) κ (x4,x4)

 ∈ R4×4

10 =


1

0

1

0

 ∈ R4×1

11 =


0

1

0

1

 ∈ R4×1

所以

µ̂0 =
1

m0

K10 =
1

2


κ (x1,x1) + κ (x1,x3)

κ (x2,x1) + κ (x2,x3)

κ (x3,x1) + κ (x3,x3)

κ (x4,x1) + κ (x4,x3)

 ∈ R4×1
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µ̂1 =
1

m1

K11 =
1

2


κ (x1,x2) + κ (x1,x4)

κ (x2,x2) + κ (x2,x4)

κ (x3,x2) + κ (x3,x4)

κ (x4,x2) + κ (x4,x4)

 ∈ R4×1

根据此结果易得 µ̂0, µ̂1 的一般形式为

µ̂0 =
1

m0

K10 =
1

m0


∑

x∈X0
κ (x1,x)∑

x∈X0
κ (x2,x)
...∑

x∈X0
κ (xm,x)

 ∈ Rm×1

µ̂1 =
1

m1

K11 =
1

m1


∑

x∈X1
κ (x1,x)∑

x∈X1
κ (x2,x)
...∑

x∈X1
κ (xm,x)

 ∈ Rm×1

公式 (6.67)

µ̂1 =
1

m1

K11

[解析]：参见公式 (6.66) 的解析。

公式 (6.70)

max
α

J(α) =
αTMα

αTNα

[推导]：此公式是将公式 (6.65) 代入公式 (6.60) 后推得而来的，下面给出详细地推导过程。首先将公式
(6.65) 代入公式 (6.60) 的分子可得：

wTSϕ
bw =

(
m∑
i=1

αiϕ (xi)

)T

· Sϕ
b ·

m∑
i=1

αiϕ (xi)

=
m∑
i=1

αiϕ (xi)
T · Sϕ

b ·
m∑
i=1

αiϕ (xi)

其中

Sϕ
b =

(
µϕ

1 − µϕ
0

)(
µϕ

1 − µϕ
0

)T

=

(
1

m1

∑
x∈X1

ϕ(x)− 1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)

)(
1

m1

∑
x∈X1

ϕ(x)− 1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)

)T

=

(
1

m1

∑
x∈X1

ϕ(x)− 1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)

)(
1

m1

∑
x∈X1

ϕ(x)T − 1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)T

)
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将其代入上式可得

wTSϕ
bw =

m∑
i=1

αiϕ (xi)
T ·

(
1

m1

∑
x∈X1

ϕ(x)− 1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)

)
·

(
1

m1

∑
x∈X1

ϕ(x)T − 1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)T

)
·

m∑
i=1

αiϕ (xi)

=

(
1

m1

∑
x∈X1

m∑
i=1

αiϕ (xi)
T
ϕ(x)− 1

m0

∑
x∈X0

m∑
i=1

αiϕ (xi)
T
ϕ(x)

)

·

(
1

m1

∑
x∈X1

m∑
i=1

αiϕ(x)
Tϕ (xi)−

1

m0

∑
x∈X0

m∑
i=1

αiϕ(x)
Tϕ (xi)

)

由于 κ (xi,x) = ϕ(xi)
Tϕ(x)为标量，所以其转置等于本身，也即 κ (xi,x) = ϕ(xi)

Tϕ(x) =
(
ϕ(xi)

Tϕ(x)
)T

=

ϕ(x)Tϕ(xi) = κ (xi,x)
T，将其代入上式可得

wTSϕ
bw =

(
1

m1

m∑
i=1

∑
x∈X1

αiκ (xi,x)−
1

m0

m∑
i=1

∑
x∈X0

αiκ (xi,x)

)

·

(
1

m1

m∑
i=1

∑
x∈X1

αiκ (xi,x)−
1

m0

m∑
i=1

∑
x∈X0

αiκ (xi,x)

)

令 α = (α1;α2; ...;αm)T ∈ Rm×1，同时结合公式 (6.66) 的解析中得到的 µ̂0, µ̂1 的一般形式，上式可以化
简为

wTSϕ
bw =

(
αTµ̂1 −αTµ̂0

)
·
(
µ̂T

1 α− µ̂T
0 α
)

= αT · (µ̂1 − µ̂0) ·
(
µ̂T

1 − µ̂T
0

)
·α

= αT · (µ̂1 − µ̂0) · (µ̂1 − µ̂0)
T ·α

= αTMα

以上便是公式 (6.70) 分子部分的推导，下面继续推导公式 (6.70) 的分母部分。将公式 (6.65) 代入公式
(6.60) 的分母可得：

wTSϕ
ww =

(
m∑
i=1

αiϕ (xi)

)T

· Sϕ
w ·

m∑
i=1

αiϕ (xi)

=
m∑
i=1

αiϕ (xi)
T · Sϕ

w ·
m∑
i=1

αiϕ (xi)

其中

Sϕ
w =

1∑
i=0

∑
x∈Xi

(
ϕ(x)− µϕ

i

)(
ϕ(x)− µϕ

i

)T

=
1∑

i=0

∑
x∈Xi

(
ϕ(x)− µϕ

i

)(
ϕ(x)T −

(
µϕ

i

)T
)

=
1∑

i=0

∑
x∈Xi

(
ϕ(x)ϕ(x)T − ϕ(x)

(
µϕ

i

)T
− µϕ

i ϕ(x)
T + µϕ

i

(
µϕ

i

)T
)

=
1∑

i=0

∑
x∈Xi

ϕ(x)ϕ(x)T −
1∑

i=0

∑
x∈Xi

ϕ(x)
(
µϕ

i

)T
−

1∑
i=0

∑
x∈Xi

µϕ
i ϕ(x)

T +
1∑

i=0

∑
x∈Xi

µϕ
i

(
µϕ

i

)T
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由于
1∑

i=0

∑
x∈Xi

ϕ(x)
(
µϕ

i

)T
=
∑
x∈X0

ϕ(x)
(
µϕ

0

)T
+
∑
x∈X1

ϕ(x)
(
µϕ

1

)T

= m0µ
ϕ
0

(
µϕ

0

)T
+m1µ

ϕ
1

(
µϕ

1

)T

1∑
i=0

∑
x∈Xi

µϕ
i ϕ(x)

T =
1∑

i=0

µϕ
i

∑
x∈Xi

ϕ(x)T

= µϕ
0

∑
x∈X0

ϕ(x)T + µϕ
1

∑
x∈X1

ϕ(x)T

= m0µ
ϕ
0

(
µϕ

0

)T
+m1µ

ϕ
1

(
µϕ

1

)T

所以

Sϕ
w =

∑
x∈D

ϕ(x)ϕ(x)T − 2

[
m0µ

ϕ
0

(
µϕ

0

)T
+m1µ

ϕ
1

(
µϕ

1

)T
]
+m0µ

ϕ
0

(
µϕ

0

)T
+m1µ

ϕ
1

(
µϕ

1

)T

=
∑
x∈D

ϕ(x)ϕ(x)T −m0µ
ϕ
0

(
µϕ

0

)T
−m1µ

ϕ
1

(
µϕ

1

)T

再将此式代回 wTSϕ
bw 可得

wTSϕ
ww =

m∑
i=1

αiϕ (xi)
T · Sϕ

w ·
m∑
i=1

αiϕ (xi)

=
m∑
i=1

αiϕ (xi)
T ·

(∑
x∈D

ϕ(x)ϕ(x)T −m0µ
ϕ
0

(
µϕ

0

)T
−m1µ

ϕ
1

(
µϕ

1

)T
)
·

m∑
i=1

αiϕ (xi)

=
m∑
i=1

m∑
j=1

∑
x∈D

αiϕ (xi)
T
ϕ(x)ϕ(x)Tαjϕ (xj)−

m∑
i=1

m∑
j=1

αiϕ (xi)
T
m0µ

ϕ
0

(
µϕ

0

)T
αjϕ (xj)

−
m∑
i=1

m∑
j=1

αiϕ (xi)
T
m1µ

ϕ
1

(
µϕ

1

)T
αjϕ (xj)

其中，第 1 项可化简为
m∑
i=1

m∑
j=1

∑
x∈D

αiϕ (xi)
T
ϕ(x)ϕ(x)Tαjϕ (xj) =

m∑
i=1

m∑
j=1

∑
x∈D

αiαjκ (xi,x)κ (xj ,x)

= αTKKTα

第 2 项可化简为
m∑
i=1

m∑
j=1

αiϕ (xi)
T
m0µ

ϕ
0

(
µϕ

0

)T
αjϕ (xj) = m0

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjϕ (xi)
T
µϕ

0

(
µϕ

0

)T
ϕ (xj)

= m0

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαjϕ (xi)
T

[
1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)

][
1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)

]T

ϕ (xj)

= m0

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαj

[
1

m0

∑
x∈X0

ϕ (xi)
T
ϕ(x)

][
1

m0

∑
x∈X0

ϕ(x)Tϕ (xj)

]

= m0

m∑
i=1

m∑
j=1

αiαj

[
1

m0

∑
x∈X0

κ (xi,x)

][
1

m0

∑
x∈X0

κ (xj ,x)

]
= m0α

Tµ̂0µ̂
T
0 α

同理可得，第 3 项可化简为
m∑
i=1

m∑
j=1

αiϕ (xi)
T
m1µ

ϕ
1

(
µϕ

1

)T
αjϕ (xj) = m1α

Tµ̂1µ̂
T
1 α
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将上述三项的化简结果代回再将此式代回 wTSϕ
bw 可得

wTSϕ
bw = αTKKTα−m0α

Tµ̂0µ̂
T
0 α−m1α

Tµ̂1µ̂
T
1 α

= αT ·
(

KKT −m0µ̂0µ̂
T
0 −m1µ̂1µ̂

T
1

)
·α

= αT ·

(
KKT −

1∑
i=0

miµ̂iµ̂
T
i

)
·α

= αTNα

附录

1⃝KKT 条件 [3]

对于一般地约束优化问题
min f(x)

s.t. gi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . ,m)

hj(x) = 0 (j = 1, . . . , n)

其中，自变量 x ∈ Rn。设 f(x), gi(x), hj(x) 具有连续的一阶偏导数，x∗ 是优化问题的局部可行解。若该
优化问题满足任意一个约束限制条件（constraint qualifications or regularity conditions）[1]，则一定存在
µ∗ = (µ∗

1, µ
∗
2, ..., µ

∗
m)T ,λ∗ = (λ∗

1, λ
∗
2, ..., λ

∗
n)

T , 使得

∇xL(x
∗,µ∗,λ∗) = ∇f(x∗) +

m∑
i=1

µ∗
i∇gi(x∗) +

n∑
j=1

λ∗
j∇hj(x∗) = 0 (1)

hj(x
∗) = 0 (2)

gi(x
∗) ≤ 0 (3)

µ∗
i ≥ 0 (4)

µ∗
i gi(x

∗) = 0 (5)

其中 L(x,µ,λ) 为拉格朗日函数

L(x,µ,λ) = f(x) +
m∑
i=1

µigi(x) +
n∑

j=1

λjhj(x)

以上 5 条即为 KKT 条件，严格数学证明参见参考文献 [3] 的 § 4.2.1。

参考文献

[1] Wikipedia contributors. Karush–kuhn–tucker conditions, 2020. URL: https://en.wikipedia.org/
w/index.php?title=Karush%E2%80%93Kuhn%E2%80%93Tucker_conditions&oldid=936587706.

[2] 王书宁. 凸优化. 清华大学出版社, 2013.

[3] 王燕军. 最优化基础理论与方法. 复旦大学出版社, 2011.
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第 7 章 贝叶斯分类器

公式 (7.5)

R(c|x) = 1−P (c|x)

[推导]：由公式 (7.1) 和公式 (7.4) 可得：

R(ci|x) = 1 ∗ P (c1|x) + ...+ 1 ∗ P (ci−1|x) + 0 ∗ P (ci|x) + 1 ∗ P (ci+1|x) + ...+ 1 ∗ P (cN |x)

又
∑N

j=1 P (cj |x) = 1，则：
R(ci|x) = 1− P (ci|x)

此即为公式 (7.5）

公式 (7.6)

h∗(x) = argmax
c∈Y

P (c|x)

[推导]：将公式 (7.5) 带入公式 (7.3) 即可推得此式。

公式 (7.12)

µ̂c =
1

|Dc|
∑
x∈Dc

x

[推导]：参见公式 (7.13)

公式 (7.13)

σ̂2
c =

1

|Dc|
∑
x∈Dc

(x− µ̂c) (x− µ̂c)
T

[推导]：根据公式 (7.11) 和公式 (7.10) 可知参数求解公式为

θ̂c = argmax
θc

LL (θc)

= argmin
θc

− LL (θc)

= argmin
θc

−
∑
x∈Dc

logP (x|θc)

由西瓜书上下文可知，此时假设概率密度函数 p(x|c) ∼ N (µc,σ
2
c)，其等价于假设

P (x|θc) = P
(
x|µc,σ

2
c

)
=

1√
(2π)d|Σc|

exp
(
−1

2
(x− µc)

TΣ−1
c (x− µc)

)
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其中，d 表示 x 的维数，Σc = σ2
c 为对称正定协方差矩阵，|Σc| 表示 Σc 的行列式。将其代入参数求解公

式可得

(µ̂c, Σ̂c) = argmin
(µc,Σc)

−
∑
x∈Dc

log
[

1√
(2π)d|Σc|

exp
(
−1

2
(x− µc)

TΣ−1
c (x− µc)

)]

= argmin
(µc,Σc)

−
∑
x∈Dc

[
−d
2

log(2π)− 1

2
log |Σc| −

1

2
(x− µc)

TΣ−1
c (x− µc)

]
= argmin

(µc,Σc)

∑
x∈Dc

[
d

2
log(2π) + 1

2
log |Σc|+

1

2
(x− µc)

TΣ−1
c (x− µc)

]
= argmin

(µc,Σc)

∑
x∈Dc

[
1

2
log |Σc|+

1

2
(x− µc)

TΣ−1
c (x− µc)

]
假设此时数据集 Dc 中的样本个数为 n，也即 |Dc| = n，则上式可以改写为

(µ̂c, Σ̂c) = argmin
(µc,Σc)

n∑
i=1

[
1

2
log |Σc|+

1

2
(xi − µc)

TΣ−1
c (xi − µc)

]

= argmin
(µc,Σc)

n

2
log |Σc|+

n∑
i=1

1

2
(xi − µc)

TΣ−1
c (xi − µc)

为了便于分别求解 µ̂c 和 Σ̂c，在这里我们根据公式 xTAx = tr(AxxT), x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi 将上式中的最后

一项作如下恒等变形
n∑

i=1

1

2
(xi − µc)

TΣ−1
c (xi − µc)

=
1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(xi − µc)(xi − µc)
T

]

=
1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(
xix

T
i − xiµ

T
c − µcx

T
i + µcµ

T
c

)]

=
1

2
tr
[
Σ−1

c

(
n∑

i=1

xix
T
i − nx̄µT

c − nµcx̄
T + nµcµ

T
c

)]

=
1

2
tr
[
Σ−1

c

(
n∑

i=1

xix
T
i − 2nx̄µT

c + nµcµ
T
c + 2nx̄x̄T − 2nx̄x̄T

)]

=
1

2
tr
[
Σ−1

c

((
n∑

i=1

xix
T
i − 2nx̄x̄T + nx̄x̄T

)
+
(
nµcµ

T
c − 2nx̄µT

c + nx̄x̄T))]

=
1

2
tr
[
Σ−1

c

(
n∑

i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T +
n∑

i=1

(µc − x̄)(µc − x̄)T

)]

=
1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T

]
+

1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(µc − x̄)(µc − x̄)T

]

=
1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T

]
+

1

2
tr
[
n ·Σ−1

c (µc − x̄)(µc − x̄)T]
=
1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T

]
+
n

2
tr
[
Σ−1

c (µc − x̄)(µc − x̄)T]
=
1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T

]
+
n

2
(µc − x̄)TΣ−1

c (µc − x̄)

所以

(µ̂c, Σ̂c) = argmin
(µc,Σc)

n

2
log |Σc|+

1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T

]
+
n

2
(µc − x̄)TΣ−1

c (µc − x̄)
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观察上式可知，由于此时 Σ−1
c 和 Σc 一样均为正定矩阵，所以当 µc − x̄ ̸= 0 时，上式最后一项为正定

二次型。根据正定二次型的性质可知，上式最后一项取值的大小此时仅与 µc − x̄ 相关，而且当且仅当
µc − x̄ = 0 时，上式最后一项取到最小值 0，此时可以解得

µ̂c = x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

将求解出来的 µ̂c 代回参数求解公式可得新的参数求解公式为

Σ̂c = argmin
Σc

n

2
log |Σc|+

1

2
tr
[
Σ−1

c

n∑
i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)T

]

此时的参数求解公式是仅与 Σc 相关的函数。为了求解 Σ̂c，在这里我们不加证明地给出一个引理（具体
证明参见参考文献 [6]）：设 B 为 p 阶正定矩阵，n > 0 为实数，在对所有 p 阶正定矩阵 Σ 有

n

2
log |Σ|+ 1

2
tr
[
Σ−1B

]
≥ n

2
log |B|+ pn

2
(1− logn)

当且仅当 Σ = 1
n

B 时等号成立。所以根据此引理可知，当且仅当 Σc =
1
n

∑n
i=1(xi − x̄)(xi − x̄)T 时，上

述参数求解公式中 argmin 后面的式子取到最小值，那么此时的 Σc 即为我们想要求解的 Σ̂c。

公式 (7.19)

P̂ (c) =
|Dc|+ 1

|D|+N

[推导]：从贝叶斯估计（参见附录 1⃝）的角度来说，拉普拉斯修正就等价于先验概率为 Dirichlet分布（参见附
录 3⃝）的后验期望值估计。为了接下来的叙述方便，我们重新定义一下相关数学符号。设包含m个独立同分
布样本的训练集为 D，D 中可能的类别数为 k，其类别的具体取值范围为 {c1, c2, ..., ck}。若令随机变量 C

表示样本所属的类别，且 C 取到每个值的概率分别为 P (C = c1) = θ1, P (C = c2) = θ2, ..., P (C = ck) = θk，
那么显然 C 服从参数为 θ = (θ1, θ2, ..., θk) ∈ Rk 的 Categorical 分布（参见附录 2⃝），其概率质量函数为

P (C = ci) = P (ci) = θi

其中 P (ci) = θi 就是公式 (7.9) 所要求解的 P̂ (c)，下面我们用贝叶斯估计中的后验期望值估计来估计 θi。
根据贝叶斯估计的原理可知，在进行参数估计之前，需要先主观预设一个先验概率 P (θ)，通常为了方便
计算 [7] 后验概率 P (θ|D)，我们会用似然函数 P (D|θ) 的共轭先验 [3] 作为我们的先验概率。显然，此时
的似然函数 P (D|θ)是一个基于 Categorical分布的似然函数，而 Categorical分布的共轭先验为 Dirichlet
分布，所以此时只需要预设先验概率 P (θ) 为 Dirichlet 分布，然后使用后验期望值估计就能估计出 θi。具
体地，记 D 中样本类别取值为 ci 的样本个数为 yi，则似然函数 P (D|θ) 可展开为

P (D|θ) = θy1

1 . . . θyk

k =
k∏

i=1

θyi

i

那么后验概率 P (D|θ) 为

P (θ|D) =
P (D|θ)P (θ)

P (D)

=
P (D|θ)P (θ)∑
θ P (D|θ)P (θ)

=

∏k
i=1 θ

yi

i · P (θ)∑
θ

[∏k
i=1 θ

yi

i · P (θ)
]
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假设此时先验概率 P (θ) 是参数为 α = (α1, α2, ..., αk) ∈ Rk 的 Dirichlet 分布，则 P (θ) 可写为

P (θ;α) =
Γ
(∑k

i=1 αi

)
∏k

i=1 Γ(αi)

k∏
i=1

θαi−1
i

将其代入 P (D|θ) 可得

P (θ|D) =

∏k
i=1 θ

yi

i · P (θ)∑
θ

[∏k
i=1 θ

yi

i · P (θ)
]

=

∏k
i=1 θ

yi

i ·
Γ(

∑k
i=1 αi)∏k

i=1 Γ(αi)

∏k
i=1 θ

αi−1
i∑

θ

[∏k
i=1 θ

yi

i ·
Γ(

∑k
i=1 αi)∏k

i=1 Γ(αi)

∏k
i=1 θ

αi−1
i

]

=

∏k
i=1 θ

yi

i ·
Γ(

∑k
i=1 αi)∏k

i=1 Γ(αi)

∏k
i=1 θ

αi−1
i∑

θ

[∏k
i=1 θ

yi

i ·
∏k

i=1 θ
αi−1
i

]
· Γ(

∑k
i=1 αi)∏k

i=1 Γ(αi)

=

∏k
i=1 θ

yi

i ·
∏k

i=1 θ
αi−1
i∑

θ

[∏k
i=1 θ

yi

i ·
∏k

i=1 θ
αi−1
i

]
=

∏k
i=1 θ

αi+yi−1
i∑

θ

[∏k
i=1 θ

αi+yi−1
i

]
此时若设 α+ y = (α1 + y1, α2 + y2, ..., αk + yk) ∈ Rk，则根据 Dirichlet 分布的定义可知

P (θ;α+ y) =
Γ
(∑k

i=1(αi + yi)
)

∏k
i=1 Γ(αi + yi)

k∏
i=1

θαi+yi−1
i

∑
θ

P (θ;α+ y) =
∑
θ

Γ
(∑k

i=1(αi + yi)
)

∏k
i=1 Γ(αi + yi)

k∏
i=1

θαi+yi−1
i

1 =
∑
θ

Γ
(∑k

i=1(αi + yi)
)

∏k
i=1 Γ(αi + yi)

k∏
i=1

θαi+yi−1
i

1 =
Γ
(∑k

i=1(αi + yi)
)

∏k
i=1 Γ(αi + yi)

∑
θ

[
k∏

i=1

θαi+yi−1
i

]

1∑
θ

[∏k
i=1 θ

αi+yi−1
i

] =
Γ
(∑k

i=1(αi + yi)
)

∏k
i=1 Γ(αi + yi)

将此结论代入 P (D|θ) 可得

P (θ|D) =

∏k
i=1 θ

αi+yi−1
i∑

θ

[∏k
i=1 θ

αi+yi−1
i

]
=

Γ
(∑k

i=1(αi + yi)
)

∏k
i=1 Γ(αi + yi)

k∏
i=1

θαi+yi−1
i

= P (θ;α+ y)

综上可知，对于服从 Categorical 分布的 θ 来说，假设其先验概率 P (θ) 是参数为 α 的 Dirichlet 分布时，
得到的后验概率 P (θ|D) 是参数为 α+ y 的 Dirichlet 分布，通常我们称这种先验概率分布和后验概率分
布形式相同的这对分布为共轭分布 [3]。在推得后验概率 P (θ|D) 的具体形式以后，根据后验期望值估计
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可得 θi 的估计值为
θi = EP (θ|D)[θi]

= EP (θ;α+y)[θi]

=
αi + yi∑k

j=1(αj + yj)

=
αi + yi∑k

j=1 αj +
∑k

j=1 yj

=
αi + yi∑k
j=1 αj +m

显然，公式 (7.9) 是当 α = (1, 1, ..., 1) 时推得的具体结果，此时等价于我们主观预设的先验概率 P (θ) 服
从均匀分布，此即为拉普拉斯修正。同理，当我们调整 α 的取值后，即可推得其他数据平滑的公式。

公式 (7.20)

P̂ (xi|c) =
|Dc,xi

|+ 1

|Dc|+Ni

[推导]：参见公式 (7.19)

公式 (7.24)

P̂ (c, xi) =
|Dc,xi

|+ 1

|D|+Ni

[推导]：参见公式 (7.19)

公式 (7.25)

P̂ (xj |c, xi) =
∣∣Dc,xi,xj

∣∣+ 1

|Dc,xi
|+Nj

[推导]：参见公式 (7.20)

公式 (7.27)

P (x1, x2) =
∑
x4

P (x1, x2, x4)

=
∑
x4

P (x4|x1, x2)P (x1)P (x2)

= P (x1)P (x2)

[解析]：在这里补充一下同父结构和顺序结构的推导。同父结构：在给定父节点 x1 的条件下 x3, x4 独立

P (x3, x4|x1) =
P (x1, x3, x4)

P (x1)

=
P (x1)P (x3|x1)P (x4|x1)

P (x1)

= P (x3|x1)P (x4|x1)
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顺序结构：在给定节点 x 的条件下 y, z 独立

P (y, z|x) = P (x, y, z)

P (x)

=
P (z)P (x|z)P (y|x)

P (x)

=
P (z, x)P (y|x)

P (x)

= P (z|x)P (y|x)

公式 (7.34)

LL(Θ|X,Z) = lnP (X,Z|Θ)

[解析]：EM 算法这一节建议以李航老师的《统计学习方法》为主，西瓜书为辅进行学习。

附录

1⃝贝叶斯估计 [8]

贝叶斯学派视角下的一类点估计法称为贝叶斯估计，常用的贝叶斯估计有最大后验估计（Maximum
A Posteriori Estimation，简称 MAP）、后验中位数估计和后验期望值估计这 3种参数估计方法，下面给出
这 3 种方法的具体定义。设总体的概率质量函数（若总体的分布为连续型时则改为概率密度函数，此处以
离散型为例）为 P (x|θ)，从该总体中抽取出的 n个独立同分布的样本构成的样本集为 D = {x1, x2, ..., xn}，
则根据贝叶斯公式可得在给定样本集 D 的条件下，θ 的条件概率为

P (θ|D) =
P (D|θ)P (θ)

P (D)
=

P (D|θ)P (θ)∑
θ P (D|θ)P (θ)

其中 P (D|θ) 为似然函数，由于样本集 D 中的样本是独立同分布的，所以似然函数可以进一步展开

P (θ|D) =
P (D|θ)P (θ)∑
θ P (D|θ)P (θ)

=

∏n
i=1 P (xi|θ)P (θ)∑

θ

∏n
i=1 P (xi|θ)P (θ)

根据贝叶斯学派的观点，此条件概率代表了我们在已知样本集 D 后对 θ 产生的新的认识，它综合了我们
对 θ 主观预设的先验概率 P (θ) 和样本集 D 带来的信息，通常称其为 θ 的后验概率。贝叶斯学派认为，在
得到 P (θ|D) 以后，对参数 θ 的任何统计推断，都只能基于 P (θ|D)。至于具体如何去使用它，可以结合某
种准则一起去进行，统计学家也有一定的自由度。对于点估计来说，求使得 P (θ|D) 达到最大值的 θ̂MAP

作为 θ 的估计称为最大后验估计；求 P (θ|D) 的中位数 θ̂Median 作为 θ 的估计称为后验中位数估计；求
P (θ|D) 的期望值（均值）θ̂Mean 作为 θ 的估计称为后验期望值估计。

2⃝Categorical 分布 [1]

Categorical 分布又称为广义伯努利分布，是将伯努利分布中的随机变量可取值个数由两个泛化为多
个得到的分布。具体地，设离散型随机变量 X 共有 k 种可能的取值 {x1, x2, ..., xk}，且 X 取到每个值
的概率分别为 P (X = x1) = θ1, P (X = x2) = θ2, ..., P (X = xk) = θk，则称随机变量 X 服从参数为
θ1, θ2, ..., θk 的 Categorical 分布，其概率质量函数为

P (X = xi) = P (xi) = θi
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3⃝Dirichlet 分布 [4]

类似于 Categorical 分布是伯努利分布的泛化形式，Dirichlet 分布是 Beta 分布 [2] 的泛化形式。对于
一个 k 维随机变量 x = (x1, x2, ..., xk) ∈ Rk，其中 xi(i = 1, 2, ..., k) 满足 0 ⩽ xi ⩽ 1,

∑k
i=1 xi = 1，若 x

服从参数为 α = (α1, α2, ..., αk) ∈ Rk 的 Dirichlet 分布，则其概率密度函数为

p(x;α) =
Γ
(∑k

i=1 αi

)
∏k

i=1 Γ(αi)

k∏
i=1

xαi−1
i

其中 Γ(z) =
∫∞
0
xz−1e−xdx 为 Gamma 函数 [5]，当 α = (1, 1, ..., 1) 时，Dirichlet 分布等价于均匀分布。

参考文献

[1] Wikipedia contributors. Categorical distribution, 2019. URL: https://en.wikipedia.org/w/index.
php?title=Categorical_distribution&oldid=905316786.

[2] Wikipedia contributors. Beta distribution, 2020. URL: https://en.wikipedia.org/w/index.php?
title=Beta_distribution&oldid=953406542.

[3] Wikipedia contributors. Conjugate prior, 2020. URL: https://en.wikipedia.org/w/index.php?
title=Conjugate_prior&oldid=946918786.

[4] Wikipedia contributors. Dirichlet distribution, 2020. URL: https://en.wikipedia.org/w/index.
php?title=Dirichlet_distribution&oldid=954542610.

[5] Wikipedia contributors. Gamma function, 2020. URL: https://en.wikipedia.org/w/index.php?
title=Gamma_function&oldid=953059892.

[6] 张伟平. 多元正态分布参数的估计和数据的清洁与变换, 2020. URL: http://staff.ustc.edu.cn/
~zwp/teach/MVA/Lec5_slides.pdf.

[7] 百度百科. 共轭先验分布, 2020. URL: https://baike.baidu.com/item/%E5%85%B1%E8%BD%AD%E5%
85%88%E9%AA%8C%E5%88%86%E5%B8%83.

[8] 陈希孺. 概率论与数理统计. 中国科学技术大学出版社, 2009.

46

https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Categorical_distribution&oldid=905316786
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Categorical_distribution&oldid=905316786
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Beta_distribution&oldid=953406542
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Beta_distribution&oldid=953406542
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Conjugate_prior&oldid=946918786
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Conjugate_prior&oldid=946918786
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Dirichlet_distribution&oldid=954542610
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Dirichlet_distribution&oldid=954542610
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Gamma_function&oldid=953059892
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Gamma_function&oldid=953059892
http://staff.ustc.edu.cn/~zwp/teach/MVA/Lec5_slides.pdf
http://staff.ustc.edu.cn/~zwp/teach/MVA/Lec5_slides.pdf
https://baike.baidu.com/item/%E5%85%B1%E8%BD%AD%E5%85%88%E9%AA%8C%E5%88%86%E5%B8%83
https://baike.baidu.com/item/%E5%85%B1%E8%BD%AD%E5%85%88%E9%AA%8C%E5%88%86%E5%B8%83


→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

第 8 章 集成学习

公式 (8.1)

P (hi(x) ̸= f(x)) = ϵ

[解析]：hi(x) 是编号为 i 的基分类器给 x 的预测标记，f(x) 是 x 的真实标记，它们之间不一致的概率记
为 ϵ。

公式 (8.2)

H(x) = sign
(

T∑
i=1

hi(x)

)
[解析]：hi(x) 当把 x 分成 1 时，hi(x) = 1，否则 hi(x) = −1。各个基分类器 hi 的分类结果求和之后数字
的正、负或 0，代表投票法产生的结果，即“少数服从多数”，符号函数 sign，将正数变成 1，负数变成-1，
0 仍然是 0，所以 H(x) 是由投票法产生的分类结果。

公式 (8.3)

P (H(x) ̸= f(x)) =

⌊T/2⌋∑
k=0

(
T

k

)
(1− ϵ)kϵT−k

⩽ exp
(
−1

2
T (1− 2ϵ)2

)
[推导]：由基分类器相互独立，假设随机变量 X 为 T 个基分类器分类正确的次数，因此随机变量 X 服从
二项分布：X ∼ B(T, 1 − ϵ)，设 xi 为每一个分类器分类正确的次数，则 xi ∼ B(1, 1 − ϵ)�i = 1�2�3�...�T�，
那么有

X =
T∑

i=1

xi

E(X) =
T∑

i=1

E(xi) = (1− ϵ)T

证明过程如下：
P (H(x) ̸= f(x)) =P (X ≤ ⌊T/2⌋)

⩽ P (X ≤ T/2)

= P

[
X − (1− ϵ)T ⩽ T

2
− (1− ϵ)T

]
= P

[
X − (1− ϵ)T ⩽ −T

2
(1− 2ϵ)]

]
= P

[ T∑
i=1

xi −
T∑

i=1

E(xi) ⩽ −
T

2
(1− 2ϵ)]

]

= P

[
1

T

T∑
i=1

xi −
1

T

T∑
i=1

E(xi) ⩽ −
1

2
(1− 2ϵ)]

]
根据 Hoeffding 不等式知

P

(
1

m

m∑
i=1

xi −
1

m

m∑
i=1

E (xi) ⩽ −δ
)

⩽ exp
(
−2mδ2

)
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令 δ = (1−2ϵ)
2

,m = T 得

P (H(x) ̸= f(x)) =

⌊T/2⌋∑
k=0

(
T

k

)
(1− ϵ)kϵT−k

⩽ exp
(
−1

2
T (1− 2ϵ)2

)

公式 (8.4)

H(x) =
T∑

t=1

αtht(x)

[解析]：这个式子是集成学习的加性模型，加性模型不采用梯度下降的思想，而是 H(x) =
∑T−1

t=1 αtht(x)+

αThT (x) 每次更新求解一个理论上最优的 hT（见式 8.18）和 αT（见式 8.11）

公式 (8.5)

ℓexp(H|D) = Ex∼D
[
e−f(x)H(x)

]
[解析]：由式 (8.4) 知

H(x) =
T∑

t=1

αtht(x)

又由式 (8.11) 可知

αt =
1

2
ln
(
1− ϵt
ϵt

)
由 ln 函数的单调性可知，该分类器的权重只与分类器的错误率负相关 (即错误率越大，权重越低)，下面
解释指数损失函数的意义：

1. 先考虑指数损失函数 e−f(x)H(x) 的含义：f 为真实函数，对于样本 x 来说，f(x) ∈ {+1,−1} 只
能取 +1 和 −1，而 H(x) 是一个实数；当 H(x) 的符号与 f(x) 一致时，f(x)H(x) > 0，因此
e−f(x)H(x) = e−|H(x)| < 1，且 |H(x)| 越大指数损失函数 e−f(x)H(x) 越小（这很合理：此时 |H(x)|
越大意味着分类器本身对预测结果的信心越大，损失应该越小；若 |H(x)| 在零附近，虽然预测正
确，但表示分类器本身对预测结果信心很小，损失应该较大）；当 H(x) 的符号与 f(x) 不一致时，
f(x)H(x) < 0，因此 e−f(x)H(x) = e|H(x)| > 1，且 |H(x)| 越大指数损失函数越大（这很合理：此时
|H(x)| 越大意味着分类器本身对预测结果的信心越大，但预测结果是错的，因此损失应该越大；若
|H(x)| 在零附近，虽然预测错误，但表示分类器本身对预测结果信心很小，虽然错了，损失应该较
小）

2. 符号 Ex∼D[·] 的含义：D 为概率分布，可简单理解为在数据集 D 中进行一次随机抽样，每个样本被
取到的概率；E[·] 为经典的期望，则综合起来 Ex∼D[·] 表示在概率分布 D 上的期望，可简单理解为
对数据集 D 以概率 D 进行加权后的期望。即

ℓexp(H|D) = Ex∼D
[
e−f(x)H(x)

]
=
∑
x∈D

D(x)e−f(x)H(x)
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公式 (8.6)

∂ℓexp(H|D)
∂H(x)

= −e−H(x)P (f(x) = 1|x) + eH(x)P (f(x) = −1|x)

[解析]：由公式 (8.5) 中对于符号 Ex∼D[·] 的解释可知

ℓexp(H|D) = Ex∼D
[
e−f(x)H(x)

]
=
∑
x∈D

D(x)e−f(x)H(x)

=

|D|∑
i=1

D (xi)
(
e−H(xi)I (f (xi) = 1) + eH(xi)I (f (xi) = −1)

)
=

|D|∑
i=1

(
e−H(xi)D (xi) I (f (xi) = 1) + eH(xi)D (xi) I (f (xi) = −1)

)
=

|D|∑
i=1

(
e−H(xi)P (f (xi) = 1 | xi) + eH(xi)P (f (xi) = −1 | xi)

)
其中 D (xi) I (f (xi) = 1) = P (f (xi) = 1 | xi) 可以这样理解：D(xi) 表示在数据集 D 中进行一次随机抽
样，样本 xi 被取到的概率，D (xi) I (f (xi) = 1) 表示在数据集 D 中进行一次随机抽样，使得 f(xi) = 1

的样本 xi 被抽到的概率，即为 P (f (xi) = 1 | xi)。
当对 H(xi) 求导时，求和号中只有含 xi 项不为 0，由求导公式

∂e−H(x)

∂H(x)
= −e−H(x) ∂eH(x)

∂H(x)
= eH(x)

有
∂ℓexp(H|D)
∂H(x)

= −e−H(x)P (f(x) = 1|x) + eH(x)P (f(x) = −1|x)

公式 (8.7)

H(x) =
1

2
ln P (f(x) = 1|x)
P (f(x) = −1|x)

[解析]：令式 (8.6) 等于 0，移项并分离 H(x)，即可得到式 (8.7)。

公式 (8.8)

sign(H(x)) = sign
(
1

2
ln P (f(x) = 1|x)
P (f(x) = −1|x)

)
=

{
1, P (f(x) = 1|x) > P (f(x) = −1|x)
−1, P (f(x) = 1|x) < P (f(x) = −1|x)

= argmax
y∈{−1,1}

P (f(x) = y|x)

[解析]：第一行到第二行显然成立，第二行到第三行是利用了 argmax 函数的定义。argmax
y∈{−1,1}

P (f(x) = y|x)

表示使得函数 P (f(x) = y|x) 取得最大值的 y 的值，展开刚好是第二行的式子。
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公式 (8.9)

ℓexp (αtht|Dt) = Ex∼Dt

[
e−f(x)αtht(x)

]
= Ex∼Dt

[
e−αtI (f(x) = ht(x)) + eαtI (f(x) ̸= ht(x))

]
= e−αtPx∼Dt

(f(x) = ht(x)) + eαtPx∼Dt
(f(x) ̸= ht(x))

= e−αt (1− ϵt) + eαtϵt

[解析]：ϵt 与式 (8.1) 一致，表示 ht(x) 分类错误的概率。

公式 (8.10)

∂ℓexp (αtht|Dt)

∂αt

= −e−αt (1− ϵt) + eαtϵt

[解析]：指数损失函数对 αt 求偏导，为了得到使得损失函数取最小值时 αt 的值。

公式 (8.11)

αt =
1

2
ln
(
1− ϵt
ϵt

)
[解析]：令公式 (8.10) 等于 0 移项即得到的该式。此时 αt 的取值使得该基分类器经 αt 加权后的损失函数
最小。

公式 (8.12)

ℓexp (Ht−1 + ht|D) = Ex∼D
[
e−f(x)(Ht−1(x)+ht(x))

]
= Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)e−f(x)ht(x)

]
[解析]：将 Ht(x) = Ht−1(x) + ht(x) 带入公式 (8.5) 即可，因为理想的 ht 可以纠正 Ht−1 的全部错误，所
以这里指定其权重系数为 1。如果权重系数 αt 是个常数的话，对后续结果也没有影响。

公式 (8.13)

ℓexp (Ht−1 + ht|D) = Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

(
1− f(x)ht(x) +

1

2

)]
[推导]：由 ex 的二阶泰勒展开为 1 + x+ x2

2
+ o(x2) 得:

ℓexp (Ht−1 + ht|D) = Ex∼D
[
e−f(x)Ht−1(x)e−f(x)ht(x)

]
≃ Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

(
1− f(x)ht(x) +

f2(x)h2t (x)

2

)]
因为 f(x) 与 ht(x) 取值都为 1 或-1，所以 f2(x) = h2t (x) = 1，所以得:

ℓexp (Ht−1 + ht|D) = Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

(
1− f(x)ht(x) +

1

2

)]
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公式 (8.14)

ht(x) = argmin
h

ℓexp (Ht−1 + h|D)

= argmin
h

Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

(
1− f(x)h(x) + 1

2

)]
= argmax

h

Ex∼D
[
e−f(x)Ht−1(x)f(x)h(x)

]
= argmax

h

Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht−1(x)]
f(x)h(x)

]
[解析]：理想的 ht(x) 是使得 Ht(x) 的指数损失函数取得最小值时的 ht(x)，该式将此转化成某个期望的
最大值。第二个式子到第三个式子是因为 Ex∼D

[
3
2
e−f(x)Ht−1(x)

]
与 h(x) 无关，是一个常数。第三个式子

到最后一个式子是因为 1

Ex∼D[ 32 e
−f(x)Ht−1(x)]

与 h(x) 无关因此可以引入进来。

公式 (8.16)

ht(x) = argmax
h

Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht−1(x)]
f(x)h(x)

]
= argmax

h

Ex∼Dt
[f(x)h(x)]

[推导]：首先解释下符号 Ex∼D 的含义，注意在本章中有两个符号 D 和 D，其中 D 表示数据集，而 D 表
示数据集 D 的样本分布，可以理解为在数据集 D 上进行一次随机采样，样本 x 被抽到的概率是 D(x)，
那么符号 Ex∼D 表示的是在概率分布 D 上的期望，可以简单地理解为对数据及 D 以概率 D 加权之后的
期望，因此有：

E(g(x)) =
|D|∑
i=1

f(xi)g(xi)

故可得

Ex∼D
[
e−f(x)H(x)

]
=

|D|∑
i=1

D (xi) e
−f(xi)H(xi)

由式 (8.15) 可知

Dt (xi) = D (xi)
e−f(xi)Ht−1(xi)

Ex∼D [e−f(x)Ht−1(x)]

所以式 (8.16) 可以表示为

Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht−1(x)]
f(x)h(x)

]
=

|D|∑
i=1

D (xi)
e−f(xi)Ht−1(xi)

Ex∼D [e−f(x)Ht−1(x)]
f(xi)h(xi)

=

|D|∑
i=1

Dt (xi) f (xi)h (xi)

=Ex∼Dt
[f(x)h(x)]

公式 (8.17)

f(x)h(x) = 1− 2I(f(x) ̸= h(x))

[解析]：当 f(x) = h(x) 时，I(f(x) ̸= h(x)) = 0，f(x)h(x) = 1，当 f(x) ̸= h(x) 时，I(f(x) ̸= h(x)) = 1，
f(x)h(x) = −1。
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公式 (8.18)

ht(x) = argmin
h

Ex∼Dt
[I(f(x) ̸= h(x))]

[解析]：由公式 (8.16) 和公式 (8.17) 有：

ht(x) = argmax
h

Ex∼Dt
[f(x)h(x)]

= argmax
h

(1− 2Ex∼Dt
[I(f(x) ̸= h(x))])

= argmax
h

(−2Ex∼Dt
[I(f(x) ̸= h(x))])

= argminEx∼Dt
[I(f(x) ̸= h(x))]

公式 (8.19)

Dt+1(x) =
D(x)e−f(x)Ht(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht(x)]

=
D(x)e−f(x)Ht−1(x)e−f(x)αtht(x)

Ex∼D [e−f(x)Ht(x)]

= Dt(x) · e−f(x)αtht(x)
Ex∼D

[
e−f(x)Ht−1(x)

]
Ex∼D [e−f(x)Ht(x)]

[解析]：boosting 算法是根据调整后的样本再去训练下一个基分类器，这就是“重赋权法”的样本分布的
调整公式。

公式 (8.20)

Hoob(x) = argmax
y∈Y

T∑
t=1

I (ht(x) = y) · I (x /∈ Dt)

[解析]：I (ht(x) = y) 表示对 T 个基学习器，每一个都判断结果是否与 y 一致，y 的取值一般是 −1 和 1，
如果基学习器结果与 y 一致，则 I (ht(x) = y) = 1，如果样本不在训练集内，则 I (x /∈ Dt) = 1，综合起
来看就是，对包外的数据，用“投票法”选择包外估计的结果，即 1 或-1。

公式 (8.21)

ϵoob =
1

|D|
∑

(x,y)∈D

I
(
Hoob(x) ̸= y

)
[解析]：由 8.20 知，Hoob(x) 是对包外的估计，该式表示估计错误的个数除以总的个数，得到泛化误差的
包外估计。

公式 (8.22)

H(x) =
1

T

T∑
i=1

hi(x)

[解析]：对基分类器的结果进行简单的平均。
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公式 (8.23)

H(x) =
T∑

i=1

wihi(x)

[解析]：对基分类器的结果进行加权平均。

公式 (8.24)

H(x) =

{
cj , if

∑T
i=1 h

j
i (x) > 0.5

∑N
k=1

∑T
i=1 h

k
i (x)

reject, otherwise.

[解析]：当某一个类别 j 的基分类器的结果之和，大于所有结果之和的 1
2
，则选择该类别 j 为最终结果。

公式 (8.25)

H(x) = carg max
j

∑T
i=1 hj

i (x)

[解析]：相比于其他类别，该类别 j 的基分类器的结果之和最大，则选择类别 j 为最终结果。

公式 (8.26)

H(x) = carg max
j

∑T
i=1 wih

j
i (x)

[解析]：相比于其他类别，该类别 j 的基分类器的结果之和最大，则选择类别 j 为最终结果，与式 (8.25)
不同的是，该式在基分类器前面乘上一个权重系数，该系数大于等于 0，且 T 个权重之和为 1。

公式 (8.27)

A (hi|x) = (hi(x)−H(x))
2

[解析]：该式表示个体学习器结果与预测结果的差值的平方，即为个体学习器的“分歧”。

公式 (8.28)

Ā(h|x) =
T∑

i=1

wiA (hi|x)

=
T∑

i=1

wi (hi(x)−H(x))
2

[解析]：该式表示对各个个体学习器的“分歧”加权平均的结果，即集成的“分歧”。

公式 (8.29)

E (hi|x) = (f(x)− hi(x))2

[解析]：该式表示个体学习器与真实值之间差值的平方，即个体学习器的平方误差。
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公式 (8.30)

E(H|x) = (f(x)−H(x))2

[解析]：该式表示集成与真实值之间差值的平方，即集成的平方误差。

公式 (8.31)

Ā(h|x) =
T∑

i=1

wiE (hi|x)− E(H|x)

[推导]：由 (8.28) 知

Ā(h|x) =
T∑

i=1

wi (hi(x)−H(x))
2

=
T∑

i=1

wi(hi(x)
2 − 2hi(x)H(x) +H(x)2)

=
T∑

i=1

wihi(x)
2 −H(x)2

又因为
T∑

i=1

wiE (hi|x)− E(H|x)

=

T∑
i=1

wi (f(x)− hi(x))2 − (f(x)−H(x))2

=
T∑

i=1

wihi(x)
2 −H(x)2

所以

Ā(h|x) =
T∑

i=1

wiE (hi|x)− E(H|x)

公式 (8.32)

T∑
i=1

wi

∫
A (hi|x) p(x)dx =

T∑
i=1

wi

∫
E (hi|x) p(x)dx−

∫
E(H|x)p(x)dx

[解析]：
∫
A (hi|x) p(x)dx 表示个体学习器在全样本上的“分歧”，

∑T
i=1wi

∫
A (hi|x) p(x)dx 表示集成在

全样本上的“分歧”，然后根据式 (8.31) 拆成误差的形式。

公式 (8.33)

Ei =

∫
E (hi|x) p(x)dx

[解析]：表示个体学习器在全样本上的泛化误差。
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公式 (8.34)

Ai =

∫
A (hi|x) p(x)dx

[解析]：表示个体学习器在全样本上的分歧。

公式 (8.35)

E =

∫
E(H|x)p(x)dx

[解析]：表示集成在全样本上的泛化误差。

公式 (8.36)

E = Ē − Ā

[解析]：Ē 表示个体学习器泛化误差的加权均值，Ā表示个体学习器分歧项的加权均值，该式称为“误差-分
歧分解”。

55



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

第 9 章 聚类

公式 (9.5)

JC =
a

a+ b+ c

[解析]：给定两个集合 A 和 B，则 Jaccard 系数定义为如下公式

JC =
|A
⋂
B|

|A
⋃
B|

=
|A
⋂
B|

|A|+ |B| − |A
⋂
B|

Jaccard 系数可以用来描述两个集合的相似程度。推论：假设全集 U 共有 n 个元素，且 A ⊆ U，B ⊆ U，
则每一个元素的位置共有四种情况：

1. 元素同时在集合 A 和 B 中，这样的元素个数记为 M11

2. 元素出现在集合 A 中，但没有出现在集合 B 中，这样的元素个数记为 M10

3. 元素没有出现在集合 A 中，但出现在集合 B 中，这样的元素个数记为 M01

4. 元素既没有出现在集合 A 中，也没有出现在集合 B 中，这样的元素个数记为 M00

根据 Jaccard 系数的定义，此时的 Jaccard 系数为如下公式

JC =
M11

M11 +M10 +M01

由于聚类属于无监督学习，事先并不知道聚类后样本所属类别的类别标记所代表的意义，即便参考模型的
类别标记意义是已知的，我们也无法知道聚类后的类别标记与参考模型的类别标记是如何对应的，况且聚
类后的类别总数与参考模型的类别总数还可能不一样，因此只用单个样本无法衡量聚类性能的好坏。
由于外部指标的基本思想就是以参考模型的类别划分为参照，因此如果某一个样本对中的两个样本在

聚类结果中同属于一个类，在参考模型中也同属于一个类，或者这两个样本在聚类结果中不同属于一个类，
在参考模型中也不同属于一个类，那么对于这两个样本来说这是一个好的聚类结果。
总的来说所有样本对中的两个样本共存在四种情况：

1. 样本对中的两个样本在聚类结果中属于同一个类，在参考模型中也属于同一个类

2. 样本对中的两个样本在聚类结果中属于同一个类，在参考模型中不属于同一个类

3. 样本对中的两个样本在聚类结果中不属于同一个类，在参考模型中属于同一个类

4. 样本对中的两个样本在聚类结果中不属于同一个类，在参考模型中也不属于同一个类

综上所述，即所有样本对存在着书中公式 (9.1)-(9.4) 的四种情况，现在假设集合 A 中存放着两个样本都
同属于聚类结果的同一个类的样本对，即 A = SS

⋃
SD，集合 B 中存放着两个样本都同属于参考模型的

同一个类的样本对，即 B = SS
⋃
DS，那么根据 Jaccard 系数的定义有：

JC =
|A
⋂
B|

|A
⋃
B|

=
|SS|

|SS
⋃
SD

⋃
DS|

=
a

a+ b+ c

也可直接将书中公式 (9.1)-(9.4) 的四种情况类比推论，即 M11 = a，M10 = b，M01 = c，所以

JC =
M11

M11 +M10 +M01

=
a

a+ b+ c
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公式 (9.6)

FMI =
√

a

a+ b
· a

a+ c

[解析]：其中 a
a+b
和 a

a+c
为 Wallace 提出的两个非对称指标，a 代表两个样本在聚类结果和参考模型中

均属于同一类的样本对的个数，a + b 代表两个样本在聚类结果中属于同一类的样本对的个数，a + c 代
表两个样本在参考模型中属于同一类的样本对的个数，这两个非对称指标均可理解为样本对中的两个样
本在聚类结果和参考模型中均属于同一类的概率。由于指标的非对称性，这两个概率值往往不一样，因
此 Fowlkes 和 Mallows 提出利用几何平均数将这两个非对称指标转化为一个对称指标，即 Fowlkes and
Mallows Index, FMI。

公式 (9.7)

RI = 2(a+ d)

m(m− 1)

[解析]：Rand Index 定义如下：

RI = a+ d

a+ b+ c+ d
=

a+ d

m(m− 1)/2
=

2(a+ d)

m(m− 1)

其可以理解为两个样本都属于聚类结果和参考模型中的同一类的样本对的个数与两个样本都分别不属于
聚类结果和参考模型中的同一类的样本对的个数的总和在所有样本对中出现的频率，可以简单理解为聚类
结果与参考模型的一致性。

公式 (9.8)

avg(C) = 2

|C|(|C| − 1)

∑
1⩽i<j⩽|C|

dist (Xi,Xj)

[解析]：簇内距离的定义式：求和号左边是 (xi, xj) 组合个数的倒数，求和号右边是这些组合的距离和，所
以两者相乘定义为平均距离。

公式 (9.33)

m∑
j=1

αi · p (xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p (xj |µl,Σl)

(xj − µi) = 0

[推导]：根据公式 (9.28) 可知：

p (xj |µi,Σi) =
1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

exp
(
−1

2
(xj − µi)

T
Σ−1

i (xj − µi)

)
又根据公式 (9.32)，由

∂LL(D)

∂µi

=
∂LL(D)

∂p (xj |µi,Σi)
· ∂p (xj |µi,Σi)

∂µi

= 0

57



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

其中：

∂LL(D)

∂p (xj |µi, �i)
=
∂
∑m

j=1 ln
(∑k

l=1 αl · p (xj |µl,Σl)
)

∂p (xj |µi,Σi)

=
m∑
j=1

∂ ln
(∑k

l=1 αl · p (xj |µl,Σl)
)

∂p (xj |µi,Σi)

=
m∑
j=1

αi∑k
l=1 αl · p (xj |µl,Σl)

∂p (xj |µi,Σi)

∂µi

=
∂ 1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

exp
(
− 1

2
(xj − µi)

⊤
Σ−1

i (xj − µi)
)

∂µi

=
1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

·
∂ exp

(
− 1

2
(xj − µi)

⊤
Σ−1

i (xj − µi)
)

∂µi

=
1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

· exp
(
−1

2
(xj − µi)

⊤
Σ−1

i (xj − µi)

)
· −1

2

∂ (xj − µi)
⊤
Σ−1

i (xj − µi)

∂µi

=
1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

· exp
(
−1

2
(xj − µi)

⊤
Σ−1

i (xj − µi)

)
·Σ−1

i (xj − µi)

= p (xj |µi,Σi) ·Σ−1
i (xj − µi)

其中，由矩阵求导的法则 ∂aT Xa
∂a = 2Xa 可得：

−1

2

∂ (xj − µi)
⊤
Σ−1

i (xj − µi)

∂µi

= −1

2
· 2Σ−1

i (µi − xj)

= Σ−1
i (xj − µi)

因此有：
∂LL(D)

∂µi

=
m∑
j=1

αi∑k
l=1 αl · p (xj |µl, �l)

· p (xj |µi,Σi) ·Σ−1
i (xj − µi) = 0

公式 (9.34)

µi =

∑m
j=1 γjiXj∑m
j=1 γji

[推导]：由式 9.30

γji = pM (zj = i|Xj) =
αi · p (Xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p (Xj |µl,Σl)

带入 9.33
m∑
j=1

γji (Xj − µi) = 0

因此有

µi =

∑m
j=1 γjiXj∑m
j=1 γji

公式 (9.35)

Σi =

∑m
j=1 γji(xj − µi)(xj − µi)

T∑m
j=1 γji

58



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

[推导]：根据公式 (9.28) 可知：

p(xj |µi,Σi) =
1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

exp
(
−1

2
(xj − µi)

TΣ−1
i (xj − µi)

)
又根据公式 (9.32)，由

∂LL(D)

∂Σi

= 0

可得
∂LL(D)

∂Σi

=
∂

∂Σi

[
m∑
j=1

ln
(

k∑
i=1

αi · p(xj |µi,Σi)

)]

=

m∑
j=1

∂

∂Σi

[
ln
(

k∑
i=1

αi · p(xj |µi,Σi)

)]

=
m∑
j=1

αi ·
∂

∂Σi

(p(xj |µi,Σi))∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

其中

∂

∂Σi

(p(xj |µi,Σi)) =
∂

∂Σi

 1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

exp
(
−1

2
(xj − µi)

TΣ−1
i (xj − µi)

)
=

∂

∂Σi

exp

ln

 1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

exp
(
−1

2
(xj − µi)

TΣ−1
i (xj − µi)

)
= p(xj |µi,Σi) ·

∂

∂Σi

ln

 1

(2π)
n
2 |Σi|

1
2

exp
(
−1

2
(xj − µi)

TΣ−1
i (xj − µi)

)
= p(xj |µi,Σi) ·

∂

∂Σi

ln
1

(2π)
n
2
−

1

2
ln |Σi| −

1

2
(xj − µi)

TΣ−1
i (xj − µi)


= p(xj |µi,Σi) ·

−1

2

∂ (ln |Σi|)
∂Σi

−
1

2

∂
[
(xj − µi)

TΣ−1
i (xj − µi)

]
∂Σi


由矩阵微分公式

∂|X|
∂X = |X| · (X−1)T ,

∂aTX−1B
∂X = −X−TabTX−T 可得

∂

∂Σi

(p(xj |µi,Σi)) = p(xj |µi,Σi) ·

−1

2
Σ−1

i +
1

2
Σ−1

i (xj − µi)(xj − µi)
TΣ−1

i


将此式代回

∂LL(D)

∂Σi

中可得

∂LL(D)

∂Σi

=
m∑
j=1

αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

·

−1

2
Σ−1

i +
1

2
Σ−1

i (xj − µi)(xj − µi)
TΣ−1

i


又由公式 (9.30) 可知

αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

= γji，所以上式可进一步化简为

∂LL(D)

∂Σi

=
m∑
j=1

γji ·

−1

2
Σ−1

i +
1

2
Σ−1

i (xj − µi)(xj − µi)
TΣ−1

i


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令上式等于 0 可得

∂LL(D)

∂Σi

=
m∑
j=1

γji ·

−1

2
Σ−1

i +
1

2
Σ−1

i (xj − µi)(xj − µi)
TΣ−1

i

 = 0

移项推导有：
m∑
j=1

γji ·
[
−I + (xj − µi)(xj − µi)

TΣ−1
i

]
= 0

m∑
j=1

γji(xj − µi)(xj − µi)
TΣ−1

i =
m∑
j=1

γjiI

m∑
j=1

γji(xj − µi)(xj − µi)
T =

m∑
j=1

γjiΣi

Σ−1
i ·

m∑
j=1

γji(xj − µi)(xj − µi)
T =

m∑
j=1

γji

Σi =

∑m
j=1 γji(xj − µi)(xj − µi)

T∑m
j=1 γji

此即为公式 (9.35)。

公式 (9.38)

αi =
1

m

m∑
j=1

γji

[推导]：对公式 (9.37) 两边同时乘以 αi 可得
m∑
j=1

αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

+ λαi = 0

m∑
j=1

αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

= −λαi

两边对所有混合成分求和可得

k∑
i=1

m∑
j=1

αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

= −λ
k∑

i=1

αi

m∑
j=1

k∑
i=1

αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

= −λ
k∑

i=1

αi

因为
k∑

i=1

αi · p(xj |µi, �i)∑k
l=1 αl · p(xj |µl, �l)

=

∑k
i=1 αi · p(xj |µi, �i)∑k
l=1 αl · p(xj |µl, �l)

= 1

且
∑k

i=1 αi = 1，所以有 m = −λ，因此
m∑
j=1

αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

= −λαi = mαi

因此

αi =
1

m

m∑
j=1

αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)
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又由公式 (9.30) 可知
αi · p(xj |µi,Σi)∑k
l=1 αl · p(xj |µl,Σl)

= γji，所以上式可进一步化简为

αi =
1

m

m∑
j=1

γji

此即为公式 (9.38)。
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第 10 章 降维与度量学习

公式 (10.1)

P (err) = 1−
∑
c∈Y

P (c|x)P (c|z)

[解析]：P (c|x)P (c|z) 表示 x 和 z 同属类 c 的概率，对所有可能的类别 c ∈ Y 求和，则得到 x 和 z 同属
相同类别的概率，因此 1−

∑
c∈Y P (c|x)P (c|z) 表示 x 和 z 分属不同类别的概率。

公式 (10.2)

P (err) = 1−
∑
c∈Y

P (c|x)P (c|z)

≃ 1−
∑
c∈Y

P 2(c|x)

⩽ 1− P 2 (c∗|x)

= (1 + P (c∗|x)) (1− P (c∗|x))

⩽ 2× (1− P (c∗|x))

[解析]：第二个式子是来源于前提假设” 假设样本独立同分布，且对任意 x 和任意小正数 δ，在 x 附近 δ

距离范围内总能找到一个训练样本”，假设所有 δ 中最小的 δ 组成和 x 同一维度的向量 δ 则 P (c|z) =

P (c|x ± δ) ≃ P (c|x)。第三个式子是应为 c∗ ∈ Y，因此 P 2 (c∗|x) 是
∑

c∈Y P
2(c|x) 的一个分量，所以∑

c∈Y P
2(c|x) ⩾ P 2 (c∗|x)。第四个式子是平方差公式展开，最后一个式子因为 1 + P 2 (c∗|x) ⩽ 2。

公式 (10.3)

dist2ij = ∥zi∥2 + ∥zj∥2 − 2zT
i zj

= bii + bjj − 2bij

[推导]：
dist2ij = ∥zi − zj∥2 = (zi − zj)

⊤
(zi − zj)

= z⊤
i zi − z⊤

i zj − z⊤
j zi + z⊤

j zj

= z⊤
i zi + z⊤

j zj − 2z⊤
i zj

= ∥zi∥2 + ∥zj∥2 − 2z⊤
i zj

= bii + bjj − 2bij

公式 (10.4)

m∑
i=1

dist2ij = tr(B) +mbjj

[解析]：首先根据式 10.3 有
m∑
i=1

dist2ij =
m∑
i=1

bii +
m∑
i=1

bjj − 2
m∑
i=1

bij
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对于第一项，根据矩阵迹的定义，
∑m

i=1 bii = tr(B)，对于第二项，由于求和号内元素和 i 无关，因此∑m
i=1 bjj = mbjj，对于第三项有，

m∑
i=1

bij =
m∑
i=1

z⊤
i zj =

m∑
i=1

z⊤
j zi = z⊤

j

m∑
i=1

zi = z⊤
j · 0 = 0

其中
∑m

i=1 zi = 0 是利用了书上的前提条件，即将降维后的样本被中心化。

公式 (10.5)

m∑
j=1

dist2ij = tr(B) +mbii

[解析]：参考 10.4

公式 (10.6)

m∑
i=1

m∑
j=1

dist2ij = 2m tr(B)

[推导]：
m∑
i=1

m∑
j=1

dist2ij =
m∑
i=1

m∑
j=1

(
∥zi∥2 + ∥zj∥2 − 2z⊤

i zj

)
=

m∑
i=1

m∑
j=1

∥zi∥2 +
m∑
i=1

m∑
j=1

∥zj∥2 − 2
m∑
i=1

m∑
j=1

z⊤
i zj

其中
m∑
i=1

m∑
j=1

∥zi∥2 = m
m∑
i=1

∥zi∥2 = m tr(B)

m∑
i=1

m∑
j=1

∥zj∥2 = m
m∑
j=1

∥zj∥2 = m tr(B)

m∑
i=1

m∑
j=1

z⊤
i zj = 0

最后一个式子是来自于书中的假设，假设降维后的样本 Z 被中心化。

公式 (10.10)

bij = −
1

2
(dist2ij − dist2i· − dist2·j + dist2··)

[推导]：由公式（10.3）可得
bij = −

1

2
(dist2ij − bii − bjj)

由公式（10.6）和（10.9）可得

tr(B) =
1

2m

m∑
i=1

m∑
j=1

dist2ij

=
m

2
dist2·
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由公式（10.4）和（10.8）可得

bjj =
1

m

m∑
i=1

dist2ij −
1

m
tr(B)

= dist2·j −
1

2
dist2·

由公式（10.5）和（10.7）可得

bii =
1

m

m∑
j=1

dist2ij −
1

m
tr(B)

= dist2i· −
1

2
dist2·

综合可得

bij = −
1

2
(dist2ij − bii − bjj)

= −1

2
(dist2ij − dist2i· +

1

2
dist2·· − dist2·j +

1

2
dist2··)

= −1

2
(dist2ij − dist2i· − dist2·j + dist2··)

公式 (10.11)

Z = �1/2∗ VT
∗ ∈ Rd∗×m

[解析]：由题设知，d∗ 为 V 的非零特征值，因此 B = V�V⊤ 可以写成 B = V∗�∗V⊤
∗，其中 �∗ ∈ Rd×d

为 d 个非零特征值构成的特征值对角矩阵，而 V∗ ∈ Rm×d 为 �∗ ∈ Rd×d 对应的特征值向量矩阵，因此有

B =
(
V∗�1/2∗

) (
Λ1/2

∗ V⊤
∗

)
故而 Z = �1/2∗ V⊤

∗ ∈ Rd×m

公式 (10.14)

m∑
i=1

∥∥∥∥∥
d′∑
j=1

zijwj − xi

∥∥∥∥∥
2

2

=
m∑
i=1

zT
i zi − 2

m∑
i=1

zT
i WTxi + const

∝ − tr(WT(
m∑
i=1

xix
T
i )W)
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[推导]：已知 WTW = I, zi = WTxi，则

m∑
i=1

∥∥∥∥∥
d′∑
j=1

zijwj − xi

∥∥∥∥∥
2

2

=
m∑
i=1

∥Wzi − xi∥22

=
m∑
i=1

(Wzi − xi)
T
(Wzi − xi)

=
m∑
i=1

(
zT
i WTWzi − zT

i WTxi − xT
i Wzi + xT

i xi

)
=

m∑
i=1

(
zT
i zi − 2zT

i WTxi + xT
i xi

)
=

m∑
i=1

zT
i zi − 2

m∑
i=1

zT
i WTxi +

m∑
i=1

xT
i xi

=
m∑
i=1

zT
i zi − 2

m∑
i=1

zT
i WTxi + const

=
m∑
i=1

zT
i zi − 2

m∑
i=1

zT
i zi + const

= −
m∑
i=1

zT
i zi + const

= −
m∑
i=1

tr
(
ziz

T
i

)
+ const

= − tr
(

m∑
i=1

ziz
T
i

)
+ const

= − tr
(

m∑
i=1

WTxix
T
i W

)
+ const

= − tr
(

WT

(
m∑
i=1

xix
T
i

)
W
)

+ const

∝ − tr
(

WT

(
m∑
i=1

xix
T
i

)
W
)

公式 (10.17)

XXTwi = λiwi

[推导]：由式（10.15）可知，主成分分析的优化目标为

min
W

− tr (WTXXTW)

s.t. WTW = I

其中，X = (x1,x2, . . . ,xm) ∈ Rd×m,W = (w1,w2, . . . ,wd′) ∈ Rd×d′
，I ∈ Rd′×d′

为单位矩阵。对于带矩
阵约束的优化问题，根据 [1] 中讲述的方法可得此优化目标的拉格朗日函数为

L(W,Θ) = − tr (WTXXTW) + ⟨Θ,WTW− I⟩

= − tr (WTXXTW) + tr
(
ΘT(WTW− I)

)
其中，Θ ∈ Rd′×d′

为拉格朗日乘子矩阵，其维度恒等于约束条件的维度，且其中的每个元素均为未知的
拉格朗日乘子，⟨Θ,WTW−I⟩ = tr

(
ΘT(WTW− I)

)
为矩阵的内积 [2]。若此时仅考虑约束wT

i wi = 1(i =
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1, 2, ..., d′)，则拉格朗日乘子矩阵Θ此时为对角矩阵，令新的拉格朗日乘子矩阵为 Λ = diag(λ1, λ2, ..., λd′) ∈
Rd′×d′

，则新的拉格朗日函数为

L(W,Λ) = − tr (WTXXTW) + tr
(
ΛT(WTW− I)

)
对拉格朗日函数关于 W 求导可得

∂L(W,Λ)

∂W =
∂

∂W
[
− tr (WTXXTW) + tr

(
ΛT(WTW− I)

)]
= −

∂

∂W tr (WTXXTW) +
∂

∂W tr
(
ΛT(WTW− I)

)
由矩阵微分公式

∂

∂X tr (XTBX) = BX + BTX,
∂

∂X tr
(
BXTX

)
= XBT + XB 可得

∂L(W,Λ)

∂W = −2XXTW + WΛ + WΛT

= −2XXTW + W(Λ + ΛT)

= −2XXTW + 2WΛ

令
∂L(W,Λ)

∂W = 0 可得

−2XXTW + 2WΛ = 0

XXTW = WΛ

将 W 和 Λ 展开可得
XXTwi = λiwi, i = 1, 2, ..., d′

显然，此式为矩阵特征值和特征向量的定义式，其中 λi,wi 分别表示矩阵 XXT 的特征值和单位特征向
量。由于以上是仅考虑约束 wT

i wi = 1 所求得的结果，而 wi 还需满足约束 wT
i wj = 0(i ̸= j)。观察 XXT

的定义可知，XXT 是一个实对称矩阵，实对称矩阵的不同特征值所对应的特征向量之间相互正交，同一
特征值的不同特征向量可以通过施密特正交化使其变得正交，所以通过上式求得的 wi 可以同时满足约束
wT

i wi = 1,wT
i wj = 0(i ̸= j)。根据拉格朗日乘子法的原理可知，此时求得的结果仅是最优解的必要条件，

而且 XXT 有 d 个相互正交的单位特征向量，所以还需要从这 d 个特征向量里找出 d′ 个能使得目标函数
达到最优值的特征向量作为最优解。将 XXTwi = λiwi 代入目标函数可得

min
W
− tr (WTXXTW) = max

W
tr (WTXXTW)

= max
W

d′∑
i=1

wT
i XXTwi

= max
W

d′∑
i=1

wT
i · λiwi

= max
W

d′∑
i=1

λiw
T
i wi

= max
W

d′∑
i=1

λi

显然，此时只需要令 λ1, λ2, ..., λd′ 和 w1,w2, . . . ,wd′ 分别为矩阵 XXT 的前 d′ 个最大的特征值和单位特
征向量就能使得目标函数达到最优值。
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公式 (10.24)

Kαj = λjα
j

[推导]：已知 zi = ϕ(xi)，类比 X = {x1,x2, ...,xm} 可以构造 Z = {z1, z2, ..., zm}，所以公式 (10.21) 可
变换为 (

m∑
i=1

ϕ(xi)ϕ(xi)
T

)
wj =

(
m∑
i=1

ziz
T
i

)
wj = ZZTwj = λjwj

又由公式 (10.22) 可知

wj =
m∑
i=1

ϕ (xi)α
j
i =

m∑
i=1

ziα
j
i = Zαj

其中，αj = (αj
1;α

j
2; ...;α

j
m) ∈ Rm×1。所以公式 (10.21) 可以进一步变换为

ZZTZαj = λjZαj

ZZTZαj = Zλjα
j

由于此时的目标是要求出 wj，也就等价于要求出满足上式的 αj，显然，此时满足 ZTZαj = λjα
j 的 αj

一定满足上式，所以问题转化为了求解满足下式的 αj：

ZTZαj = λjα
j

令 ZTZ = K，那么上式可化为
Kαj = λjα

j

此式即为公式 (10.24)，其中矩阵 K 的第 i 行第 j 列的元素 (K)ij = zT
i zj = ϕ(xi)

Tϕ(xj) = κ (xi,xj)

公式 (10.28)

wij =

∑
k∈Qi

C−1
jk∑

l,s∈Qi

C−1
ls

[推导]：由书中上下文可知，式 (10.28) 是如下优化问题的解。

min
w1,w2,...,wm

m∑
i=1

∥∥∥∥∥xi −
∑
j∈Qi

wijxj

∥∥∥∥∥
2

2

s.t.
∑
j∈Qi

wij = 1

若令 xi ∈ Rd×1, Qi = {q1i , q2i , ..., qni }，则上述优化问题的目标函数可以进行如下恒等变形

m∑
i=1

∥∥∥∥∥xi −
∑
j∈Qi

wijxj

∥∥∥∥∥
2

2

=
m∑
i=1

∥∥∥∥∥∑
j∈Qi

wijxi −
∑
j∈Qi

wijxj

∥∥∥∥∥
2

2

=
m∑
i=1

∥∥∥∥∥∑
j∈Qi

wij(xi − xj)

∥∥∥∥∥
2

2

=
m∑
i=1

∥Xiwi∥22

=
m∑
i=1

wi
TXT

i Xiwi
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其中 wi = (wiq1i
, wiq2i

, ..., wiqni
) ∈ Rn×1，Xi =

(
xi − xq1i

,xi − xq2i
, ...,xi − xqni

)
∈ Rd×n。同理，约束条件

也可以进行如下恒等变形 ∑
j∈Qi

wij = wi
TI = 1

其中 I = (1, 1, ..., 1) ∈ Rn×1 为 n 行 1 列的单位向量。因此，上述优化问题可以重写为

min
w1,w2,...,wm

m∑
i=1

wi
TXT

i Xiwi

s.t. wi
TI = 1

显然，此问题为带约束的优化问题，因此可以考虑使用拉格朗日乘子法来进行求解。由拉格朗日乘子法可
得此优化问题的拉格朗日函数为

L(w1,w2, . . . ,wm, λ) =
m∑
i=1

wi
TXT

i Xiwi + λ
(
wi

TI − 1
)

对拉格朗日函数关于 wi 求偏导并令其等于 0 可得

∂L(w1,w2, . . . ,wm, λ)

∂wi

=
∂
[∑m

i=1 wi
TXT

i Xiwi + λ
(
wi

TI − 1
)]

∂wi

= 0

=
∂
[
wi

TXT
i Xiwi + λ

(
wi

TI − 1
)]

∂wi

= 0

又由矩阵微分公式
∂xTBx

∂x
=
(
B + BT)x, ∂xTa

∂x
= a 可得

∂
[
wi

TXT
i Xiwi + λ

(
wi

TI − 1
)]

∂wi

= 2XT
i Xiwi + λI = 0

XT
i Xiwi = −

1

2
λI

若 XT
i Xi 可逆，则

wi = −
1

2
λ(XT

i Xi)
−1I

又因为 wi
TI = ITwi = 1，则上式两边同时左乘 IT 可得

ITwi = −
1

2
λIT(XT

i Xi)
−1I = 1

−1

2
λ =

1

IT(XT
i Xi)−1I

将其代回 wi = − 1
2
λ(XT

i Xi)
−1I 即可解得

wi =
(XT

i Xi)
−1I

IT(XT
i Xi)−1I

若令矩阵 (XT
i Xi)

−1 第 j 行第 k 列的元素为 C−1
jk ，则

wij = wiqji
=

∑
k∈Qi

C−1
jk∑

l,s∈Qi

C−1
ls

此即为公式 (10.28)。显然，若 XT
i Xi 可逆，此优化问题即为凸优化问题，且此时用拉格朗日乘子法求得

的 wi 为全局最优解。
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公式 (10.31)

min
Z

tr(ZMZT )

s.t.ZTZ = I.

[推导]：

min
Z

m∑
i=1

∥zi −
∑
j∈Qi

wijzj∥22 =
m∑
i=1

∥ZIi −ZW i∥22

=
m∑
i=1

∥Z(Ii −W i)∥22

=
m∑
i=1

(Z(Ii −W i))
TZ(Ii −W i)

=
m∑
i=1

(Ii −W i)
TZTZ(Ii −W i)

= tr((I −W )TZTZ(I −W ))

= tr(Z(I −W )(I −W )TZT )

= tr(ZMZT )

其中，M = (I −W )(I −W )T。[解析]：约束条件 ZTZ = I 是为了得到标准化（标准正交空间）的低维
数据。

参考文献

[1] Michael Grant. Lagrangian optimization with matrix constrains,
2015. URL: https://math.stackexchange.com/questions/1104376/
how-to-set-up-lagrangian-optimization-with-matrix-constrains.

[2] Wikipedia contributors. Frobenius inner product, 2020. URL: https://en.wikipedia.org/wiki/
Frobenius_inner_product.
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第 11 章 特征选择与稀疏学习

公式 (11.1)

Gain(A) = Ent(D)−
V∑

v=1

|Dv|
|D|

Ent (Dv)

[解析]：此为信息熵的定义式，其中 pk, k = 1, 2, . . . |Y| 表示 D 中第 i 类样本所占的比例。可以看出，样
本越纯，即 pk → 0 或 pk → 1 时，Ent(D) 越小，其最小值为 0（约定 0 log2 0 = 0）。

公式 (11.2)

Ent(D) = −
|Y|∑
i=1

pk log2 pk

[解析]：此为信息熵的定义式，其中 pk, k = 1, 2, . . . |Y| 表示 D 中第 i 类样本所占的比例。可以看出，样本
越纯，即 pk → 0 或 pk → 1 时，Ent(D) 越小，其最小值为 0。此时必有 pi = 1, p\i = 0, i = 1, 2, . . . , |Y|。

公式 (11.5)

min
w

m∑
i=1

(
yi −wTxi

)2
[解析]：该式为线性回归的优化目标式，yi 表示样本 i 的真实值，而 w⊤xi 表示其预测值，这里使用预测
值和真实值差的平方衡量预测值偏离真实值的大小。

公式 (11.6)

min
w

m∑
i=1

(
yi −wTxi

)2
+ λ∥w∥22

[解析]：该式为加入了 L2 正规化项的优化目标，也叫“岭回归”，λ 用来调节误差项和正规化项的相对重
要性，引入正规化项的目的是为了防止 w 的分量过太而导致过拟合的风险。

公式 (11.7)

min
w

m∑
i=1

(
yi −wTxi

)2
+ λ∥w∥1

[解析]：该式将 11.6 中的 L2 正规化项替换成了 L1 正规化项，也叫 LASSO 回归。关于 L2 和 L1 两个正
规化项的区别，原书图 11.2 给出了很形象的解释。具体来说，结合 L1 范数优化的模型参数分量更偏向于
取 0，因此更容易取得稀疏解。

公式 (11.10)

f̂(x) ≃ f (xk) + ⟨∇f (xk) ,x− xk⟩+
L

2
∥x− xk∥2

=
L

2

∥∥∥∥x− (xk −
1

L
∇f (xk)

)∥∥∥∥2
2

+ const

70



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

[解析]：首先注意优化目标式和 11.7 LASSO 回归的联系和区别，该式中的 x 对应到式 11.7 的 w，即我
们优化的目标。再解释下什么是L−Lipschitz 条件，根据维基百科的定义：它是一个比通常连续更强的光
滑性条件。直觉上，利普希茨连续函数限制了函数改变的速度，符合利普希茨条件的函数的斜率，必小于
一个称为利普希茨常数的实数（该常数依函数而定）。注意这里存在一个笔误，在 wiki 百科的定义中，式
11.9 应该写成

|∇f (x′)−∇f(x)| ⩽ L |x′ − x| (∀x,x′)

移项得
|∇f (x′)−∇f(x)|

|x′ − x|
⩽ L (∀x,x′)

由于上式对所有的 x, x′ 都成立，由导数的定义，上式可以看成是 f(x) 的二阶导数恒不大于 L。即

∇2f(x) ⩽ L

得到这个结论之后，我们来推导式 11.10。由泰勒公式，xk 附近的 f(x) 通过二阶泰勒展开式可近似为

f̂(x) ≃ f (xk) + ⟨∇f (xk) ,x− xk⟩+
∇2f(xk)

2
∥x− xk∥2

⩽ f (xk) + ⟨∇f (xk) ,x− xk⟩+
L

2
∥x− xk∥2

= f (xk) +∇f (xk)
⊤
(x− xk) +

L

2
(x− xk)

⊤
(x− xk)

= f(xk) +
L

2

(
(x− xk)

⊤
(x− xk) +

2

L
∇f (xk)

⊤
(x− xk)

)
= f(xk) +

L

2

(
(x− xk)

⊤
(x− xk) +

2

L
∇f (xk)

⊤
(x− xk) +

1

L2
∇f(xk)⊤∇f(xk)

)
− 1

2L
∇f(xk)⊤∇f(xk)

= f(xk) +
L

2

(
(x− xk) +

1

L
∇f (xk)

)⊤(
(x− xk) +

1

L
∇f (xk)

)
− 1

2L
∇f(xk)⊤∇f(xk)

=
L

2

∥∥∥∥x− (xk −
1

L
∇f (xk)

)∥∥∥∥2
2

+ const

其中 const = f(xk)− 1
2L
∇f (xk)⊤∇f (xk)

公式 (11.11)

xk+1 = xk −
1

L
∇f (xk)

[解析]：这个很容易理解，因为 2 范数的最小值为 0，当 xk+1 = xk − 1
L
∇f (xk) 时，f̂(xk+1) ⩽ f̂(xk) 恒

成立，同理 f̂(xk+2) ⩽ f̂(xk+1), · · ·，因此反复迭代能够使 f̂(x) 的值不断下降。

公式 (11.12)

xk+1 = argmin
x

L

2

∥∥∥∥x− (xk −
1

L
∇f (xk)

)∥∥∥∥2
2

+ λ∥x∥1

[解析]：式 11.11 是用来优化 f̂(x) 的，而对于式 11.8，优化的函数为 f(x) + λ ∥x∥1，由泰勒展开公式，优
化的目标可近似为 f̂(x) + λ∥x∥1，根据式 11.10 可知，x 的更新由式 11.12 决定。
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公式 (11.13)

xk+1 = argmin
x

L

2
∥x− z∥22 + λ∥x∥

[解析]：这里将式 11.12 的优化步骤拆分成了两步，首先令 z = xk − 1
L
∇f (xk) 以计算 z，然后再求解式

11.13，得到的结果是一致的。

公式 (11.14)

xik+1 =


zi − λ/L, λ/L < zi

0, |zi| ⩽ λ/L

zi + λ/L, zi < −λ/L

[解析]：令优化函数
g(x) =

L

2
∥x− z∥22 + λ∥x∥1

=
L

2

d∑
i=1

∥∥xi − zi∥∥2
2
+ λ

d∑
i=1

∥∥xi∥∥
1

=
d∑

i=1

(
L

2

(
xi − zi

)2
+ λ

∣∣xi∣∣)
这个式子表明优化 g(x) 可以被拆解成优化 x 的各个分量的形式，对分量 xi，其优化函数

g
(
xi
)
=
L

2

(
xi − zi

)2
+ λ

∣∣xi∣∣
求导得

dg (xi)

dxi
= L

(
xi − zi

)
+ λsgn

(
xi
)

其中

sign
(
xi
)
=

{
1, xi > 0

−1, xi < 0

称为符号函数 [1]，对于 xi = 0 的特殊情况，由于 |xi| 在 xi = 0 点出不光滑，所以其不可导，需单独讨
论。令

dg(xi)
dxi = 0 有

xi = zi − λ

L
sign

(
xi
)

此式的解即为优化目标 g(xi) 的极值点，因为等式两端均含有未知变量 xi，故分情况讨论。

1. 当 zi > λ
L
时：a. 假设 xi < 0，则 sign(xi) = −1，那么有 xi = zi + λ

L
> 0 与假设矛盾；b. 假设

xi > 0，则 sign(xi) = 1，那么有 xi = zi − λ
L
> 0 和假设相符和，下面来检验 xi = zi − λ

L
是否是使

函数 g(xi) 的取得最小值。当 xi > 0 时，

dg (xi)

dxi
= L

(
xi − zi

)
+ λ

在定义域内连续可导，则 g(xi) 的二阶导数

d2g (xi)

dxi2
= L

由于 L 是 Lipschitz 常数恒大于 0，因为 xi = zi − λ
L
是函数 g(xi) 的最小值。
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2. 当 zi < − λ
L
时：a. 假设 xi > 0，则 sign(xi) = 1，那么有 xi = zi − λ

L
< 0 与假设矛盾；b. 假设

xi < 0，则 sign(xi) = −1，那么有 xi = zi + λ
L
< 0 与假设相符，由上述二阶导数恒大于 0 可知，

xi = zi + λ
L
是 g(xi) 的最小值。

3. 当 − λ
L
⩽ zi ⩽ λ

L
时：a. 假设 xi > 0，则 sign(xi) = 1，那么有 xi = zi − λ

L
⩽ 0 与假设矛盾；b. 假设

xi < 0，则 sign(xi) = −1，那么有 xi = zi + λ
L
⩾ 0 与假设矛盾。

4. 最后讨论 xi = 0 的情况，此时 g(xi) = L
2
(zi)

2

• 当 |zi| > λ
L
时，由上述推导可知 g(xi) 的最小值在 xi = zi − λ

L
处取得，因为

g(xi)|xi=0 − g(xi)|xi=zi− λ
L
=
L

2

(
zi
)2 − (λzi − λ2

2L

)
=
L

2

(
zi − λ

L

)2

> 0

因此当 |zi| > λ
L
时，xi = 0 不会是函数 g(xi) 的最小值。

• 当 − λ
L
⩽ zi ⩽ λ

L
时，对于任何 ∆x ̸= 0 有

g(∆x) =
L

2

(
∆x− zi

)2
+ λ|∆x|

=
L

2

(
(∆x)2 − 2∆x · zi + 2λ

L
|∆x|

)
+
L

2

(
zi
)2

≥ L

2

(
(∆x)2 − 2∆x · zi + 2λ

L
∆x

)
+
L

2

(
zi
)2

≥ L

2
(∆x)

2
+
L

2

(
zi
)2

> g(xi)|xi=0

因此 xi = 0 是 g(xi) 的最小值点。

综上所述，11.14 成立

公式 (11.15)

min
B,αi

m∑
i=1

∥xi −Bαi∥22 + λ
m∑
i=1

∥αi∥1

[解析]：这个式子表达的意思很容易理解，即希望样本 xi 的稀疏表示 αi 通过字典 B 重构后和样本 xi 的
原始表示尽量相似，如果满足这个条件，那么稀疏表示 αi 是比较好的。后面的 1 范数项是为了使表示更
加稀疏。

公式 (11.16)

min
αi

∥xi −Bαi∥22 + λ ∥αi∥1

[解析]：为了优化 11.15，我们采用变量交替优化的方式 (有点类似 EM 算法)，首先固定变量 B，则 11.15
求解的是 m 个样本相加的最小值，因为公式里没有样本之间的交互 (即文中所述 αu

i α
v
i (u ̸= v) 这样的形

式)，因此可以对每个变量做分别的优化求出 αi，求解方法见 11.13，11.14。
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公式 (11.17)

min
B
∥X−BA∥2F

[解析]：这是优化 11.15 的第二步，固定住 αi, i = 1, 2, . . . ,m，此时式 11.15 的第二项为一个常数，优化
11.15 即优化 minB

∑m
i=1 ∥xi −Bαi∥22。其写成矩阵相乘的形式为 minB ∥X−BA∥22，将 2 范数扩展到 F

范数即得优化目标为 minB ∥X−BA∥2F。

公式 (11.18)

min
B
∥X−BA∥2F = min

bi

∥∥∥∥∥X−
k∑

j=1

bjα
j

∥∥∥∥∥
2

F

= min
bi

∥∥∥∥∥
(

X−
∑
j ̸=i

bjα
j

)
− biα

i

∥∥∥∥∥
2

F

= min
bi

∥∥Ei − biα
i
∥∥2
F

[解析]：这个公式难点在于推导 BA =
∑k

j=1 bjα
j。大致的思路是 bjα

j 会生成和矩阵 BA 同样维度的矩
阵，这个矩阵对应位置的元素是 BA 中对应位置元素的一个分量，这样的分量矩阵一共有 k 个，把所有
分量矩阵加起来就得到了最终结果。推导过程如下：

BA =



b11 b12 · · · b1k

b21 b22 · · · b2k

· · · ·
· · · ·
· · · ·
bd1 bd2 · · · bdk


d×k

·



α1
1 α1

2 · · · α1
m

α2
1 α2

2 · · · α2
m

· · · ·
· · · ·
· · · ·
αk
1 αk

2 · · · αk
m


k×m

=



∑k
j=1 b

1
jα

j
1

∑k
j=1 b

1
jα

j
2 · · ·

∑k
j=1 b

1
jα

j
m∑k

j=1 b
2
jα

j
1

∑k
j=1 b

2
jα

j
2 · · ·

∑k
j=1 b

2
jα

j
m

· · · ·
· · · ·
· · · ·∑k

j=1 b
d
jα

j
1

∑k
j=1 b

d
jα

j
2 · · ·

∑k
j=1 b

d
jα

j
m


d×m

bjα
j =



b1j

b2j

·
·
·
bdj


·
[
αj
1 αj

2 · · · αj
m

]

=



b1jα
j
1 b1jα

j
2 · · · b1jα

j
m

b2jα
j
1 b2jα

j
2 · · · b2jα

j
m

· · · ·
· · · ·
· · · ·

bdjα
j
1 bdjα

j
2 · · · bdjα

j
m


d×m
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求和可得：

k∑
j=1

bjα
j =

k∑
j=1





bj1

bjw

·
·
·
bjd


·
[
αj
1 αj

2 · · · αj
m

]


=



∑k
j=1 b

1
jα

j
1

∑k
j=1 b

1
jα

j
2 · · ·

∑k
j=1 b

1
jα

j
m∑k

j=1 b
2
jα

j
1

∑k
j=1 b

2
jα

j
2 · · ·

∑k
j=1 b

2
jα

j
m

· · · ·
· · · ·
· · · ·∑k

j=1 b
d
jα

j
1

∑k
j=1 b

d
jα

j
2 · · ·

∑k
j=1 b

d
jα

j
m


d×m

得证。将矩阵 B 分解成矩阵列 bj , j = 1, 2, . . . , k 带来一个好处，即和 11.16 的原理相同，矩阵列与列之
间无关，因此可以分别优化各个列，即将 minB ∥ . . .B . . . ∥2F 转化成了 minbi ∥ · · · bi · · · ∥2F，得到第三行的
等式之后，再利用文中介绍的 KSVD 算法求解即可。
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第 12 章 计算学习理论

公式 (12.1)

E(h;D) = Px∼D(h(x) ̸= y)

[解析]：该式为泛化误差的定义式，所谓泛化误差，是指当样本 x 从真实的样本分布 D 中采样后其预测
值 h(x) 不等于真实值 y 的概率。在现实世界中，我们很难获得样本分布 D，我们拿到的数据集可以看做
是从样本分布 D 中独立同分布采样得到的。在西瓜书中，我们拿到的数据集，称为样例集 D[也叫观测集、
样本集，注意与花体 D 的区别]。

公式 (12.2)

Ê(h;D) =
1

m

m∑
i=1

I (h (xi) ̸= yi)

[解析]：该式为经验误差的定义式，所谓经验误差，是指观测集 D 中的样本 xi, i = 1, 2, · · · ,m 的预测值
h(xi) 和真实值 yi 的期望误差。

公式 (12.3)

d (h1, h2) = Px∼D (h1(x) ̸= h2(x))

[解析]：假设我们有两个模型 h1 和 h2，将它们同时作用于样本 x 上，那么他们的”不合“度定义为这两
个模型预测值不相同的概率。

公式 (12.4)

f(E(x)) ⩽ E(f(x))

[解析]：Jensen 不等式：这个式子可以做很直观的理解，比如说在二维空间上，凸函数可以想象成开口向
上的抛物线，假如我们有两个点 x1, x2，那么 f(E(x)) 表示的是两个点的均值的纵坐标，而 E(f(x)) 表示
的是两个点纵坐标的均值，因为两个点的均值落在抛物线的凹处，所以均值的纵坐标会小一些。

公式 (12.5)

P

(
1

m

m∑
i=1

xi −
1

m

m∑
i=1

E (xi) ⩾ ϵ

)
⩽ exp

(
−2mϵ2

)
[解析]：Hoeffding 不等式：对于独立随机变量 x1, x2, · · · , xm 来说，他们观测值 xi 的均值 1

m

∑m
i=1 xi 总

是和他们期望 E(xi) 的均值 1
m

∑m
i=1 E (xi) 相近，上式从概率的角度对这样一个结论进行了描述：即它们

之间差值不小于 ϵ 这样的事件出现的概率不大于 exp (−2mϵ2)，可以看出当观测到的变量越多，观测值的
均值越逼近期望的均值。
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公式 (12.7)

P (f (x1, . . . , xm)− E (f (x1, . . . , xm)) ⩾ ϵ) ⩽ exp
(
−2ϵ2∑

i c
2
i

)
[解析]：McDiarmid 不等式：首先解释下前提条件：

sup
x1,...,xm,x′

i

|f (x1, . . . , xm)− f (x1, . . . , xi−1, x
′
i, xi+1, . . . , xm)| ⩽ ci

表示当函数 f 某个输入 xi 变到 x′i 的时候，其变化的上确 sup 仍满足不大于 ci。所谓上确界 sup 可以理
解成变化的极限最大值，可能取到也可能无穷逼近。当满足这个条件时，McDiarmid 不等式指出：函数值
f(x1, . . . , xm) 和其期望值 E (f(x1, . . . , xm)) 也相近，从概率的角度描述是：它们之间差值不小于 ϵ 这样
的事件出现的概率不大于 exp

(
−2ϵ2∑

i c
2
i

)
，可以看出当每次变量改动带来函数值改动的上限越小，函数值和

其期望越相近。

公式 (12.9)

P (E(h) ≤ ϵ) ≥ 1− δ

[解析]：PAC 辨识的定义：E(h) 表示算法 L 在用观测集 D 训练后输出的假设函数 h，它的泛化误差 (见
公式 12.1)。这个概率定义指出，如果 h 的泛化误差不大于 ϵ 的概率不小于 1− δ，那么我们称学习算法 L
能从假设空间 H 中 PAC 辨识概念类 C。
从式 12.10 到式 12.14 的公式是为了回答一个问题：到底需要多少样例才能学得目标概念 c 的有效近

似。只要训练集 D 的规模能使学习算法 L 以概率 1− δ 找到目标假设的 ϵ 近似即可。下面就是用数学公
式进行抽象

公式 (12.10)

P (h(x) = y) = 1− P (h(x) ̸= y)

= 1− E(h)

< 1− ϵ

[解析]：P (h(x) = y) = 1 − P (h(x) ̸= y) 因为它们是对立事件，P (h(x) ̸= y) = E(h) 是泛化误差的定义
(见 12.1)，由于我们假定了泛化误差 E(h) > ϵ，因此有 1− E(h) < 1− ϵ。

公式 (12.11)

P ((h (x1) = y1) ∧ . . . ∧ (h (xm) = ym)) = (1− P (h(x) ̸= y))m

< (1− ϵ)m

[解析]：先解释什么是 h 与 D“表现一致”，12.2 节开头阐述了这样的概念，如果 h 能将 D 中所有样本按
与真实标记一致的方式完全分开，我们称问题对学习算法是一致的。即 (h (x1) = y1)∧. . .∧(h (xm) = ym)为
True。因为每个事件是独立的，所以上式可以写成 P ((h (x1) = y1) ∧ . . . ∧ (h (xm) = ym)) =

∏m
i=1 P (h (xi) = yi)。

根据对立事件的定义有：
∏m

i=1 P (h (xi) = yi) =
∏m

i=1 (1− P (h (xi) ̸= yi))，又根据公式 (12.10)，有
m∏
i=1

(1− P (h (xi) ̸= yi)) <
m∏
i=1

(1− ϵ) = (1− ϵ)m
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公式 (12.12)

P (h ∈ H : E(h) > ϵ ∧ Ê(h) = 0) < |H|(1− ϵ)m

< |H|e−mϵ

[解析]：首先解释为什么”我们事先并不知道学习算法 L 会输出 H 中的哪个假设“，因为一些学习算法
对用一个观察集 D 的输出结果是非确定的，比如感知机就是个典型的例子，训练样本的顺序也会影响感
知机学习到的假设 h 参数的值。泛化误差大于 ϵ 且经验误差为 0 的假设 (即在训练集上表现完美的假设)
出现的概率可以表示为 P (h ∈ H : E(h) > ϵ ∧ Ê(h) = 0)，根据式 12.11，每一个这样的假设 h 都满足
P (E(h) > ϵ ∧ Ê(h) = 0) < (1− ϵ)m，假设一共有 |H| 这么多个这样的假设 h，因为每个假设 h 满足
E(h) > ϵ 且 Ê(h) = 0 是互斥的，因此总的概率 P (h ∈ H : E(h) > ϵ ∧ Ê(h) = 0) 就是这些互斥事件之和，
即

P
(
h ∈ H : E(h) > ϵ ∧ Ê(h) = 0

)
=

|H|∑
i

P
(
E(hi) > ϵ ∧ Ê(hi) = 0

)
< |H|(1− ϵ)m

小于号依据公式 (12.11)。第二个小于号实际上是要证明 |H|(1− ϵ)m < |H|e−mϵ，即证明 (1− ϵ)m < e−mϵ，
其中 ϵ ∈ (0, 1]，m 是正整数，推导如下：[推导]：当 ϵ = 1 时，显然成立，当 ϵ ∈ (0, 1) 时，因为左式
和右式的值域均大于 0，所以可以左右两边同时取对数，又因为对数函数是单调递增函数，所以即证明
m ln(1− ϵ) < −mϵ，即证明 ln(1− ϵ) < −ϵ，这个式子很容易证明：令 f(ϵ) = ln(1− ϵ)+ ϵ，其中 ϵ ∈ (0, 1)，
f ′(ϵ) = 1− 1

1−ϵ
= 0⇒ ϵ = 0 取极大值 0，因此 ln(1− ϵ) < −ϵ 也即 |H|(1− ϵ)m < |H|e−mϵ 成立。

公式 (12.13)

|H|e−mϵ ⩽ δ

[解析]：回到我们要回答的问题：到底需要多少样例才能学得目标概念 c 的有效近似。只要训练集 D 的规
模能使学习算法 L 以概率 1− δ 找到目标假设的 ϵ 近似即可。根据式 12.12，学习算法 L 生成的假设大于
目标假设的 ϵ近似的概率为 P

(
h ∈ H : E(h) > ϵ ∧ Ê(h) = 0

)
< |H|e−mϵ，因此学习算法 L生成的假设落

在目标假设的 ϵ 近似的概率为 1−P
(
h ∈ H : E(h) > ϵ ∧ Ê(h) = 0

)
≥ 1− |H|e−mϵ，这个概率我们希望至

少是 1− δ，因此 1− δ ⩽ 1− |H|e−mϵ ⇒ |H|e−mϵ ⩽ δ

公式 (12.14)

m ⩾ 1

ϵ

(
ln |H|+ ln 1

δ

)
[推导]：

|H|e−mϵ ⩽ δ

e−mϵ ⩽ δ

|H|

−mϵ ⩽ ln δ − ln |H|

m ⩾ 1

ϵ

(
ln |H|+ ln 1

δ

)
[解析]：这个式子告诉我们，在假设空间 H 是 PAC 可学习的情况下，输出假设 h 的泛化误差 ϵ 随样本数
目 m 增大而收敛到 0，收敛速率为 O( 1

m
)。这也是我们在机器学习中的一个共识，即可供模型训练的观测

集样本数量越多，机器学习模型的泛化性能越好。
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公式 (12.15)

P (Ê(h)− E(h) ⩾ ϵ) ⩽ exp
(
−2mϵ2

)
[解析]：参见 12.5

公式 (12.16)

P (E(h)− Ê(h) ⩾ ϵ) ⩽ exp
(
−2mϵ2

)
[解析]：参见 12.5

公式 (12.17)

P (|E(h)− Ê(h)| ⩾ ϵ) ⩽ 2 exp
(
−2mϵ2

)
[解析]：参见 12.6

公式 (12.18)

Ê(h)−
√

ln(2/δ)
2m

⩽ E(h) ⩽ Ê(h) +

√
ln(2/δ)
2m

[推导]：令 δ = 2e−2mϵ2，则 ϵ =
√

ln(2/δ)
2m
，由式 12.17

P (|E(h)− Ê(h)| ⩾ ϵ) ⩽ 2 exp
(
−2mϵ2

)
P (|E(h)− Ê(h)| ⩾ ϵ) ⩽ δ

P (|E(h)− Ê(h)| ⩽ ϵ) ⩾ 1− δ

P (−ϵ ⩽ E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ) ⩾ 1− δ

P (Ê(h)− ϵ ⩽ E(h) ⩽ Ê(h) + ϵ) ⩾ 1− δ

带入 ϵ =
√

ln(2/δ)
2m

得证。这个式子进一步阐明了当观测集样本数量足够大的时候，h 的经验误差是其泛化
误差很好的近似。

公式 (12.19)

P

(
|E(h)− Ê(h)| ⩽

√
ln |H|+ ln(2/δ)

2m

)
⩾ 1− δ

[推导]：令 h1, h2, . . . , h|H| 表示假设空间 H 中的假设，有

P (∃h ∈ H : |E(h)− Ê(h)| > ϵ)

=P
((∣∣∣Eh1

− Êh1

∣∣∣ > ϵ
)
∨ . . . ∨

(
|Eh|H| − Êh|H||>ϵ

))
⩽
∑
h∈H

P (|E(h)− Ê(h)| > ϵ)
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这一步是很好理解的，存在一个假设 h 使得 |E(h)− Ê(h)| > ϵ 的概率可以表示为对假设空间内所有的假
设 hi, i ∈ 1, . . . , |H|，使得

∣∣∣Ehi
− Êhi

∣∣∣ > ϵ 这个事件成立的” 或” 事件。因为 P (A ∨B) = P (A) + P (B)−
P (A ∧B)，而 P (A ∧B) ⩾ 0，所以最后一行的不等式成立。由式 12.17：

P (|E(h)− Ê(h)| ⩾ ϵ) ⩽ 2 exp
(
−2mϵ2

)
⇒
∑
h∈H

P (|E(h)− Ê(h)| > ϵ) ⩽ 2|H| exp
(
−2mϵ2

)
因此：

P (∃h ∈ H : |E(h)− Ê(h)| > ϵ) ⩽
∑
h∈H

P (|E(h)− Ê(h)| > ϵ)

⩽ 2|H| exp
(
−2mϵ2

)
其对立事件：

P (∀h ∈ H : |E(h)− Ê(h)| ⩽ ϵ) = 1− P (∃h ∈ H : |E(h)− Ê(h)| > ϵ)

⩾ 1− 2|H| exp
(
−2mϵ2

)
令 δ = 2|H|e−2mϵ2，则 ϵ =

√
ln |H|+ln(2/δ)

2m
，带入上式中即可得到

P

(
∀h ∈ H : |E(h)− Ê(h)| ⩽

√
ln |H|+ ln(2/δ)

2m

)
⩾ 1− δ

其中 ∀h ∈ H 这个前置条件可以省略。

公式 (12.20)

P

(
E(h)− min

h′∈H
E (h′) ⩽ ϵ

)
⩾ 1− δ

[解析]：这个式子是”不可知 PAC 可学习“的定义式，不可知是指当目标概念 c 不在算法 L 所能生成的
假设空间 H 里。可学习是指如果 H 中泛化误差最小的假设是 argminh∈HE(h)，且这个假设的泛化误差
满足其与目标概念的泛化误差的差值不大于 ϵ 的概率不小于 1 − δ。我们称这样的假设空间 H 是不可知
PAC 可学习的。

公式 (12.21)

ΠH(m) = max
{x1,...,xm}⊆X

|{(h (x1) , . . . , h (xm)) |h ∈ H}|

[解析]：这个是增长函数的定义式。增长函数 ΠH(m) 表示假设空间 H 对 m 个样本所能赋予标签的最大
可能的结果数。比如对于两个样本的二分类问题，一共有 4 中可能的标签组合 [[0, 0], [0, 1], [1, 0], [1, 1]]，如
果假设空间 H1 能赋予这两个样本两种标签组合 [[0, 0], [1, 1]]，则 ΠH1

(2) = 2。显然，H 对样本所能赋予
标签的可能结果数越多，H 的表示能力就越强。增长函数可以用来反映假设空间 H 的复杂度。

公式 (12.22)

P (|E(h)− Ê(h)| > ϵ) ⩽ 4ΠH(2m) exp
(
−mϵ

2

8

)
[解析]：这个式子的前提假设有误，应当写成对假设空间 H，m ∈ N，0 < ϵ < 1，存在 h ∈ H 详细证明参
见原论文 On the uniform convergence of relative frequencies of events to their probabilities [3]
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公式 (12.23)

VC(H) = max {m : ΠH(m) = 2m}

[解析]：这是 VC 维的定义式：VC 维的定义是能被 H 打散的最大示例集的大小。西瓜书中例 12.1 和例
12.2 给出了形象的例子。注意，VC 维的定义式上的底数 2 表示这个问题是 2 分类的问题。如果是 n 分
类的问题，那么定义式中底数需要变为 n。

公式 (12.24)

ΠH(m) ⩽
d∑

i=0

(
m

i

)
[解析]：首先解释下数学归纳法的起始条件” 当 m = 1, d = 0 或 d = 1 时，定理成立”，当 m = 1, d = 0

时，由 VC 维的定义 (式 12.23) VC(H) = max {m : ΠH(m) = 2m} = 0 可知 ΠH(1) < 2，否则 d 可以取到

1，又因为 ΠH(m) 为整数，所以 ΠH(1) ∈ [0, 1]，式 12.24 右边为
∑0

i=0

(
1

i

)
= 1，因此不等式成立。当

m = 1, d = 1 时，因为一个样本最多只能有两个类别，所以 ΠH(1) = 2，不等式右边为
∑1

i=0

(
1

i

)
= 2，

因此不等式成立。
再介绍归纳过程，这里采样的归纳方法是假设式 12.24 对 (m− 1, d− 1) 和 (m− 1, d) 成立，推导出

其对 (m, d) 也成立。证明过程中引入观测集 D = {x1,x2, . . . ,xm} 和观测集 D′ = {x1,x2, . . . ,xm−1}，其
中 D 比 D′ 多一个样本 xm，它们对应的假设空间可以表示为：

H|D = {(h (x1) , h (x2) , . . . , h (xm)) |h ∈ H}
H|D′ = {(h (x1) , h (x2) , . . . , h (xm−1)) |h ∈ H}

如果假设 h ∈ H 对 xm 的分类结果为 +1，或为 −1，那么任何出现在 H|D′ 中的串都会在 H|D 中出现一
次或者两次。这里举个例子就很容易理解了，假设 m = 3：

H|D = {(+,−,−), (+,+,−), (+,+,+), (−,+,−), (−,−,+)}

H|D′ = {(+,+), (+,−), (−,+), (−,−)}

其中串 (+,+) 在 H|D 中出现了两次 (+,+,+), (+,+,−)，H|D′ 中得其他串 (+,−), (−,+), (−,−) 均只在
H|D 中出现了一次。这里的原因是每个样本是二分类的，所以多出的样本 xm 要么取 +，要么取 −，要么
都取到 (至少两个假设 h 对 xm 做出了不一致的判断)。记号 HD′|D 表示在 H|D 中出现了两次的 H|D′ 组
成的集合，比如在上例中 HD′|D = {(+,+)}，有∣∣H|D

∣∣ = ∣∣H|D′

∣∣+ ∣∣HD′|D
∣∣

由于 H|D′ 表示限制在样本集 D′ 上的假设空间 H 的表达能力 (即所有假设对样本集 D′ 所能赋予的标记
种类数)，样本集 D′ 的数目为 m− 1，根据增长函数的定义，假设空间 H 对包含 m− 1 个样本的集合所
能赋予的最大标记种类数为 ΠH(m− 1)，因此 |H|D′ | ⩽ ΠH(m− 1)。又根据数学归纳法的前提假设，有：

∣∣H|D′

∣∣ ⩽ ΠH(m− 1) ⩽
d∑

i=0

(
m− 1

i

)

由记号 H|D′ 的定义可知，|H|D′ | ⩾
⌊
|H|D|

2

⌋
，又由于 |H|D′ | 和 |HD′|D| 均为整数，因此 |HD′|D| ⩽

⌊
|H|D|

2

⌋
，

由于样本集 D 的大小为 m，根据增长函数的概念，有
∣∣HD′|D

∣∣ ⩽ ⌊ |H|D|
2

⌋
⩽ ΠH(m − 1)。假设 Q 表示能
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被 HD′|D 打散的集合，因为根据 HD′|D 的定义，HD 必对元素 xm 给定了不一致的判定，因此 Q ∪ {xm}
必能被 H|D 打散，由前提假设 H 的 VC 维为 d，因此 HD′|D 的 VC 维最大为 d− 1，综上有

∣∣HD′|D
∣∣ ⩽ ΠH(m− 1) ⩽

d−1∑
i=0

(
m− 1

i

)

因此： ∣∣H|D
∣∣ = ∣∣H|D′

∣∣+ ∣∣HD′|D
∣∣

⩽
d∑

i=0

(
m− 1

i

)
+

d+1∑
i=0

(
m− 1

i

)

=
d∑

i=0

((
m− 1

i

)
+

(
m− 1

i− 1

))

=
d∑

i=0

(
m

i

)
注：最后一步依据组合公式，推导如下：(

m− 1

i

)
+

(
m− 1

i− 1

)
=

(m− 1)!

(m− 1− i)!i!
+

(m− 1)!

(m− 1− i+ 1)!(i− 1)!

=
(m− 1)!(m− i)

(m− i)(m− 1− i)!i!
+

(m− 1)!i

(m− i)!(i− 1)!i

=
(m− 1)!(m− i) + (m− 1)!i

(m− i)!i!

=
(m− 1)!(m− i+ i)

(m− i)!i!
=

(m− 1)!m

(m− i)!i!

=
m!

(m− i)!i!
=

(
m

i

)

公式 (12.25)

∣∣H|D
∣∣ = ∣∣H|D′

∣∣+ ∣∣HD′|D
∣∣

[解析]：参见 12.24

公式 (12.26)

∣∣H|D′

∣∣ ⩽ ΠH(m− 1) ⩽
d∑

i=0

(
m− 1

i

)
[解析]：参见 12.24

公式 (12.27)

∣∣HD′|D
∣∣ ⩽ ΠH(m− 1) ⩽

d−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
[解析]：参见 12.24
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公式 (12.28)

ΠH(m) ⩽
(e ·m

d

)d
[推导]：

ΠH(m) ⩽
d∑

i=0

(
m

i

)

⩽
d∑

i=0

(
m

i

)(m
d

)d−i

=
(m
d

)d d∑
i=0

(
m

i

)(
d

m

)i

⩽
(m
d

)d m∑
i=0

(
m

i

)(
d

m

)i

=
(m
d

)d(
1 +

d

m

)m

<
(e ·m

d

)d
第一步到第二步和第三步到第四步均因为 m ⩾ d，第四步到第五步是由于二项式定理 [4]：(x + y)n =∑n

k=0

(
n

k

)
xn−kyk，其中令 k = i, n = m,x = 1, y = d

m
得
(
m
d

)d∑m
i=0

(
m

i

)(
d
m

)i
=
(
m
d

)d
(1 + d

m
)m，

最后一步的不等式即需证明
(
1 + d

m

)m ⩽ ed，因为
(
1 + d

m

)m
=
(
1 + d

m

)m
d d，根据自然对数底数 e 的定义

[5]，
(
1 + d

m

)m
d d

< ed，注意原文中用的是 ⩽，但是由于 e = lim d
m→0

(
1 + d

m

)m
d 的定义是一个极限，所以

应该是用 <。

公式 (12.29)

P

E(h)− Ê(h) ⩽

√
8d ln 2em

d
+ 8 ln 4

δ

m

 ⩾ 1− δ

[推导]：这里应该是作者的笔误，根据式 12.22，E(h)− Ê(h) 应当被绝对值符号包裹。将式 12.28 带入式
12.22 得

P
(
|E(h)− Ê(h)| > ϵ

)
⩽ 4

(
2em

d

)d

exp
(
−mϵ

2

8

)
令 4

(
2em
d

)d exp
(
−mϵ2

8

)
= δ 可解得

δ =

√
8d ln 2em

d
+ 8 ln 4

δ

m

带入式 12.22，则定理得证。这个式子是用 VC 维表示泛化界，可以看出，泛化误差界只与样本数量 m 有
关，收敛速率为

√
ln m
m

(书上简化为 1√
m

)。

公式 (12.30)

Ê(h) = min
h′∈H

Ê (h′)

[解析]：这个是经验风险最小化的定义式。即从假设空间中找出能使经验风险最小的假设。

83



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

公式 (12.31)

E(g) = min
h∈H

E(h)

[解析]：首先回忆 PAC 可学习的概念，见定义 12.2，而可知/不可知 PAC 可学习之间的区别仅仅在于概
念类 c 是否包含于假设空间 H 中。令

δ′ =
δ

2√
(ln 2/δ′)

2m
=
ϵ

2

结合这两个标记的转换，由推论 12.1 可知：

Ê(g)− ϵ

2
⩽ E(g) ⩽ Ê(g) +

ϵ

2

至少以 1− δ/2 的概率成立。写成概率的形式即：

P
(
|E(g)− Ê(g)| ⩽ ϵ

2

)
⩾ 1− δ/2

即 P
((
E(g)− Ê(g) ⩽ ϵ

2

)
∧
(
E(g)− Ê(g) ⩾ − ϵ

2

))
⩾ 1 − δ/2，因此 P

(
E(g)− Ê(g) ⩽ ϵ

2

)
⩾ 1 − δ/2 且

P
(
E(g)− Ê(g) ⩾ − ϵ

2

)
⩾ 1− δ/2 成立。再令√

8d ln 2em
d

+ 8 ln 4
δ′

m
=
ϵ

2

由式 12.29 可知
P
(∣∣∣E(h)− Ê(h)

∣∣∣ ⩽ ϵ

2

)
⩾ 1− δ

2

同理，P
(
E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ

2

)
⩾ 1−δ/2且 P

(
E(h)− Ê(h) ⩾ − ϵ

2

)
⩾ 1−δ/2成立。由 P

(
E(g)− Ê(g) ⩾ − ϵ

2

)
⩾

1−δ/2和 P
(
E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ

2

)
⩾ 1−δ/2均成立可知则事件 E(g)− Ê(g) ⩾ − ϵ

2
和事件 E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ

2

同时成立的概率为：

P
((
E(g)− Ê(g) ⩾ − ϵ

2

)
∧
(
E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ

2

))
=P

(
E(g)− Ê(g) ⩾ − ϵ

2

)
+ P

(
E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ

2

)
− P

((
E(g)− Ê(g) ⩾ − ϵ

2

)
∨
(
E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ

2

))
⩾1− δ/2 + 1− δ/2− 1

=1− δ

即
P
((
E(g)− Ê(g) ⩾ − ϵ

2

)
∧
(
E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ

2

))
⩾ 1− δ

因此

P
(
Ê(g)− E(g) + E(h)− Ê(h) ⩽ ϵ

2
+
ϵ

2

)
= P

(
E(h)− E(g) ⩽ Ê(h)− Ê(g) + ϵ

)
⩾ 1− δ

再由 h 和 g 的定义，h 表示假设空间中经验误差最小的假设，g 表示泛化误差最小的假设，将这两个假设
共用作用于样本集 D，则一定有 Ê(h) ⩽ Ê(g)，因此上式可以简化为：

P (E(h)− E(g) ⩽ ϵ) ⩾ 1− δ

根据式 12.32 和式 12.34，可以求出 m 为关于 (1/ϵ, 1/δ, size(x), size(c)) 的多项式，因此根据定理 12.2，定
理 12.5，得到结论任何 VC 维有限的假设空间 H 都是 (不可知)PAC 可学习的。
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公式 (12.32)

√
(ln 2/δ′)

2m
=
ϵ

2

[解析]：参见 12.31

公式 (12.34)

√
8d ln 2em

d
+ 8 ln 4

δ′

m
=
ϵ

2

[解析]：参见 12.31

公式 (12.36)

Ê(h) =
1

m

m∑
i=1

I (h (xi) ̸= yi)

=
1

m

m∑
i=1

1− yih (xi)

2

=
1

2
− 1

2m

m∑
i=1

yih (xi)

[解析]：这里解释从第一步到第二步的推导，因为前提假设是 2分类问题，yk ∈ {−1,+1}，因此 I (h(xi) ̸= yi) ≡
1−yih(xi)

2
。这是因为假如 yi = +1, h(xi) = +1 或 yi = −1, h(xi) = −1，有 I (h(xi) ̸= yi) = 0 = 1−yih(xi)

2
；

反之，假如 yi = −1, h(xi) = +1 或 yi = +1, h(xi) = −1，有 I (h(xi) ̸= yi) = 1 = 1−yih(xi)
2

。

公式 (12.37)

argmax
h∈H

1

m

m∑
i=1

yih (xi)

[解析]：由公式 12.36 可知，经验误差 Ê(h) 和 1
m

∑m
i=1 yih (xi) 呈反比的关系，因此假设空间中能使经验

误差最小的假设 h 即是使 1
m

∑m
i=1 yih (xi) 最大的 h。

公式 (12.38)

sup
h∈H

1

m

m∑
i=1

σih (xi)

[解析]：上确界 sup 这个概念前面已经解释过，见式 12.7 的解析。由于 σi 是随机变量，因此这个式子可
以理解为求解和随机生成的标签 (即 σ) 最契合的假设 (当 σi 和 h(xi) 完全一致时，他们的内积最大)。

公式 (12.39)

Eσ

[
sup
h∈H

1

m

m∑
i=1

σih (xi)

]
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[解析]：这个式子可以用来衡量假设空间 H 的表达能力，对变量 σ 求期望可以理解为当变量 σ 包含所有
可能的结果时，假设空间 H 中最契合的假设 h 和变量的平均契合程度。因为前提假设是 2 分类的问题，
因此 σi 一共有 2m 种，这些不同的 σi 构成了数据集 D = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym)}的”对分“(12.4
节)，如果一个假设空间的表达能力越强，那么就越有可能对于每一种 σi，假设空间中都存在一个 h 使得
h(xi) 和 σi 非常接近甚至相同，对所有可能的 σi 取期望即可衡量假设空间的整体表达能力，这就是这个
式子的含义。

公式 (12.40)

R̂Z(F) = Eσ

[
sup
f∈F

1

m

m∑
i=1

σif (zi)

]
[解析]：对比式 12.39，这里使用函数空间 F 代替了假设空间 H，函数 f 代替了假设 h，很容易理解，因
为假设 h 即可以看做是作用在数据 xi 上的一个映射，通过这个映射可以得到标签 yi。注意前提假设实
值函数空间 F : Z → R，即映射 f 将样本 zi 映射到了实数空间，这个时候所有的 σi 将是一个标量即
σi ∈ {+1,−1}。

公式 (12.41)

Rm(F) = EZ⊆Z:|Z|=m

[
R̂Z(F)

]
[解析]：这里所要求的是 F 关于分布 D 的 Rademacher 复杂度，因此从 D 中采出不同的样本 Z，计算这
些样本对应的 Rademacher 复杂度的期望。

公式 (12.42)

E[f(z)] ⩽ 1
m

∑m
i=1 f (zi) + 2Rm(F) +

√
ln(1/δ)
2m

E[f(z)] ⩽ 1
m

∑m
i=1 f (zi) + 2R̂Z(F) + 3

√
ln(2/δ)
2m

[解析]：首先令记号

ÊZ(f) =
1

m

m∑
i=1

f (zi)

Φ(Z) = sup
f∈F

(
E[f ]− ÊZ(f)

)
即 ÊZ(f) 表示函数 f 作为假设下的经验误差，Φ(Z) 表示经验误差和泛化误差的上确界。再令 Z ′ 为只与
Z 有一个示例 (样本) 不同的训练集，不妨设 zm ∈ Z 和 z′m ∈ Z ′ 为不同的示例，那么有

Φ(Z ′)− Φ(Z) = sup
f∈F

(
E[f ]− ÊZ′(f)

)
− sup

f∈F

(
E[f ]− ÊZ(f)

)
⩽ sup

f∈F

(
ÊZ(f)− ÊZ′(f)

)
= sup

f∈F

∑m
i=1 f(zi)−

∑m
i=1 f(z

′
i)

m

= sup
f∈F

f (zm)− f (z′m)

m

⩽ 1

m
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第一个不等式是因为上确界的差不大于差的上确界 [2]，第四行的等号由于 Z ′ 与 Z 只有 zm 不相同，最
后一行的不等式是因为前提假设 F : Z → [0, 1]，即 f(zm), f(z′m) ∈ [0, 1]。同理

Φ(Z)− Φ(Z ′) = sup
f∈F

f (z′m)− f (zm)

m
⩽ 1

m

综上二式有：
|Φ(Z)− Φ(Z ′)| ⩽ 1

m

将 Φ 看做函数 f(注意这里的 f 不是 Φ 定义里的 f)，那么可以套用 McDiarmid 不等式的结论式 12.7

P (Φ(Z)− EZ [Φ(Z)] ⩾ ϵ) ⩽ exp
(
−2ϵ2∑

i c
2
i

)
令 exp

(
−2ϵ2∑

i c
2
i

)
= δ 可以求得 ϵ =

√
ln(1/δ)
2m
，所以

P

(
Φ(Z)− EZ [Φ(Z)] ⩾

√
ln(1/δ)
2m

)
⩽ δ

由逆事件的概率定义得

P

(
Φ(Z)− EZ [Φ(Z)] ⩽

√
ln(1/δ)
2m

)
⩾ 1− δ

即书中式 12.44 的结论。下面来估计 EZ [Φ(Z)] 的上界：

EZ [Φ(Z)] = EZ

[
sup
f∈F

(
E[f ]− ÊZ(f)

)]
= EZ

[
sup
f∈F

EZ′

[
ÊZ′(f)− ÊZ(f)

]]
⩽ EZ,Z′

[
sup
f∈F

(
ÊZ′(f)− ÊZ(f)

)]
= EZ,Z′

[
sup
f∈F

1

m

m∑
i=1

(f (z′
i)− f (zi))

]

= Eσ,Z,Z′

[
sup
f∈F

1

m

m∑
i=1

σi (f (z
′
i)− f (zi))

]

⩽ Eσ,Z′

[
sup
f∈F

1

m

m∑
i=1

σif (z
′
i)

]
+ Eσ,Z

[
sup
f∈F

1

m

m∑
i=1

−σif (zi)

]

= 2Eσ,Z

[
sup
f∈F

1

m

m∑
i=1

σif (zi)

]
= 2Rm(F)

第二行等式是外面套了一个对服从分布 D 的示例集 Z ′ 求期望，因为 EZ′∼D[ÊZ′(f)] = E(f)，而采样
出来的 Z ′ 和 Z 相互独立，因此有 EZ′∼D[ÊZ(f)] = ÊZ(f)。第三行不等式基于上确界函数 sup 是个凸
函数，将 supf∈F 看做是凸函数 f，将 ÊZ′(f) − ÊZ(f) 看做变量 x 根据 Jesen 不等式 (式 12.4)，有
EZ

[
supf∈F EZ′

[
ÊZ′(f)− ÊZ(f)

]]
⩽ EZ,Z′

[
supf∈F

(
ÊZ′(f)− ÊZ(f)

)]
，其中 EZ,Z′ [·] 是 EZ [EZ′ [·]] 的简

写形式。第五行引入对 Rademacher 随机变量的期望，由于函数值空间是标量，因为 σi 也是标量，即
σi ∈ {−1,+1}，且 σi 总以相同概率可以取到这两个值，因此可以引入 Eσ 而不影响最终结果。第六行利
用了上确界的和不小于和的上确界 [2]，因为第一项中只含有变量 z′，所以可以将 EZ 去掉，因为第二项
中只含有变量 z，所以可以将 EZ′ 去掉。第七行利用 σ 是对称的，所以 −σ 的分布和 σ 完全一致，所以
可以将第二项中的负号去除，又因为 Z 和 Z ′ 均是从 D 中 i.i.d. 采样得到的数据，因此可以将第一项中的
z′i 替换成 z，将 Z ′ 替换成 Z。最后根据定义式 12.41 可得 EZ [Φ(Z)] = 2Rm(F)，式 12.42 得证。
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公式 (12.43)

E[f(z)] ⩽ 1

m

m∑
i=1

f (zi) + 2R̂Z(F) + 3

√
ln(2/δ)
2m

[解析]：参见 12.42

公式 (12.44)

Φ(Z) ⩽ EZ [Φ(Z)] +

√
ln(1/δ)
2m

[解析]：参见 12.42

公式 (12.45)

Rm(F) ⩽ R̂Z(F) +
√

ln(2/δ)
2m

[解析]：参见 12.42

公式 (12.46)

Φ(Z) ⩽ 2R̂Z(F) + 3

√
ln(2/δ)
2m

[解析]：参见 12.42

公式 (12.52)

Rm(H) ⩽
√

2 lnΠH(m)

m
[证明]：比较繁琐，同书上所示，参见 Foundations of Machine Learning[1]

公式 (12.53)

E(h) ⩽ Ê(h) +

√
2d ln em

d

m
+

√
ln(1/δ)
2m

[解析]：根据式 12.28有 ΠH(m) ⩽
(
e·m
d

)d，根据式 12.52有 Rm(H) ⩽
√

2 ln ΠH(m)
m

，因此 ΠH(m) ⩽
√

2d ln em
d

m
，

再根据式 12.47 E(h) ⩽ Ê(h) +Rm(H) +
√

ln(1/δ)
2m

即证。

公式 (12.57)

|ℓ (LD, z)− ℓ (LDi , z)|
⩽ |ℓ (LD, z)− ℓ (LD\i , z)|+

∣∣ℓ (LDi,z)− ℓ
(
LD\i,z

)∣∣
⩽ 2β

[解析]：根据三角不等式 [6]，有 |a+ b| ≤ |a|+ |b|，将 a = ℓ (LD, z)− ℓ (LDi)，b = ℓ (LDi,z)− ℓ
(
LD\i,z

)
带入即可得出第一个不等式，根据 D\i 表示移除 D 中第 i 个样本，Di 表示替换 D 中第 i 个样本，那么
a, b 的变动均为一个样本，根据式 12.57，a ⩽ β, b ⩽ β，因此 a+ b ⩽ 2β。
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公式 (12.58)

ℓ(L,D) ⩽ ℓ̂(L, D) + 2β + (4mβ +M)

√
ln(1/δ)
2m

[证明]：比较繁琐，同书上所示，参见 Foundations of Machine Learning[1]

公式 (12.59)

ℓ(L,D) ⩽ ℓloo(L, D) + β + (4mβ +M)

√
ln(1/δ)
2m

[证明]：比较繁琐，同书上所示，参见 Foundations of Machine Learning[1]

公式 (12.60)

ℓ(L,D) ⩽ ℓ̂(L, D) +
2

m
+ (4 +M)

√
ln(1/δ)
2m

[证明]：将 β = 1
m
带入至式 12.58 即得证。

定理 (12.9)

若学习算法 L 是 ERM 且是稳定的，则假设空间 H 可学习。[解析]：首先明确几个概念，ERM 表示
算法 L 满足经验风险最小化 (Empirical Risk Minimization)。由于 L 满足经验误差最小化，则可令 g 表
示假设空间中具有最小泛化损失的假设，即

ℓ(g,D) = min
h∈H

ℓ(h,D)

再令
ϵ′ = ϵ

2

δ
2
= 2 exp

(
−2m (ϵ′)

2
)

将 ϵ′ = ϵ
2
带入到 δ

2
= 2 exp

(
−2m (ϵ′)

2
)
可以解得 m = 2

ϵ2
ln 4

δ
，由 Hoeffding 不等式 12.6，

P

(∣∣∣∣∣ 1m
m∑
i=1

xi −
1

m

m∑
i=1

E (xi)

∣∣∣∣∣ ⩾ ϵ

)
⩽ 2 exp

(
−2mϵ2

)
其中 1

m

∑m
i=1 E (xi) = ℓ(g,D)， 1

m

∑m
i=1 xi = ℓ̂(g,D)，带入可得

P (|ℓ(g,D)− ℓ̂(g,D)| ⩾ ϵ

2
) ⩽ δ

2

根据逆事件的概率可得
P (|ℓ(g,D)− ℓ̂(g,D)| ⩽ ϵ

2
) ⩾ 1− δ

2

即文中 |ℓ(g,D)− ℓ̂(g,D)| ⩽ ϵ
2
至少以 1− δ/2 的概率成立。

由 2
m

+ (4 +M)
√

ln(2/δ)
2m

= ϵ
2
可以求解出

√
m =

(4 +M)
√

ln(2/δ)
2

+
√
(4 +M)2 ln(2/δ)

2
− 4× ϵ

2
× (−2)

2× ϵ
2

即 m = O
(

1
ϵ2

ln 1
δ

)
。
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由 P (|ℓ(g,D)− ℓ̂(g,D)| ⩽ ϵ
2
) ⩾ 1− δ

2
可以按照同公式 12.31 中介绍的相同的方法推导出

P (ℓ(L,D)− ℓ(g,D) ⩽ ϵ) ⩾ 1− δ

又因为 m 为与 (1/ϵ, 1/δ, size(x), size(c)) 相关的多项式的值，因此根据定理 12.2，定理 12.5，得到结论 H
是 (不可知)PAC 可学习的。
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第 13 章 半监督学习

公式 (13.1)

p(x) =
N∑
i=1

αi · p (x|µi,Σi)

[解析]：高斯混合分布的定义式。

公式 (13.2)

f(x) = argmax
j∈Y

p(y = j|x)

= argmax
j∈Y

N∑
i=1

p(y = j,Θ = i|x)

= argmax
j∈Y

N∑
i=1

p(y = j|Θ = i,x) · p(Θ = i|x)

[解析]：从公式第 1 行到第 2 行是对概率进行边缘化 (marginalization)；通过引入 Θ 并对其求和
∑N

i=1 以
抵消引入的影响。从公式第 2 行到第 3 行推导如下

p(y = j,Θ = i|x) = p(y = j,Θ = i,x)

p(x)

=
p(y = j,Θ = i,x)

p(Θ = i,x)
· p(Θ = i,x)

p(x)

= p(y = j|Θ = i,x) · p(Θ = i|x)

公式 (13.3)

p(Θ = i|x) = αi · p (x|µi,Σi)∑N
i=1 αi · p (x|µi,Σi)

[解析]：根据 13.1

p(x) =
N∑
i=1

αi · p (x|µi,Σi)

因此

p(Θ = i|x) = p(Θ = i,x)

P (x)

=
αi · p (x|µi,Σi)∑N
i=1 αi · p (x|µi,Σi)

公式 (13.4)

LL (Dl ∪Du) =
∑

(xj ,yj)∈Dl

ln
(

N∑
i=1

αi · p (xj |µi,Σi) · p (yj |Θ = i,xj)

)

+
∑

xj∈Du

ln
(

N∑
i=1

αi · p (xj |µi,Σi)

)
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[解析]：第二项很好解释，当不知道类别信息的时候，样本 xj 的概率可以用式 13.1 表示，所有无类别信
息的样本 Du 的似然是所有样本的乘积，因为 ln 函数是单调的，所以也可以将 ln 函数作用于这个乘积消
除因为连乘产生的数值计算问题。第一项引入了样本的标签信息，由

p(y = j|Θ = i,x) =

{
1, i = j

0, i ̸= j

可知，这项限定了样本 xj 只可能来自于 yj 所对应的高斯分布。

公式 (13.5)

γji =
αi · p (xj |µi,Σi)∑N
i=1 αi · p (xj |µi,Σi)

[解析]：参见式 13.3，这项可以理解成样本 xj 属于类别标签 i(或者说由第 i个高斯分布生成)的后验概率。
其中 αi,µiΣi 可以通过有标记样本预先计算出来。即：

αi =
li

|Dl| , where |Dl| =
∑N

i=1 li

µi =
1
li

∑
(xj ,yj)∈Dl∧yj=i xj

Σi =
1
li

∑
(xj ,yj)∈Dl∧yj=i (xj − µi) (xj − µi)

⊤

公式 (13.6)

µi =
1∑

xj∈Du
γji + li

 ∑
xj∈Du

γjixj +
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

xj


[推导]：这项可以由

∂LL(Dl ∪Du)

∂µi

= 0

而得，将式 13.4 的两项分别记为：

LL(Dl) =
∑

(xj ,yj∈Dl)

ln
(

N∑
s=1

αs · p(xj |µs,Σs) · p(yi|Θ = s,xj)

)

=
∑

(xj ,yj∈Dl)

ln
(
αyj
· p(xj |µyj

,Σyj
)
)

LL(Du) =
∑

xj∈Du

ln
(

N∑
s=1

αs · p(xj |µs,Σs)

)

首先，LL(Dl) 对 µi 求偏导，LL(Dl) 求和号中只有 yj = i 的项能留下来，即

∂LL (Dl)

∂µi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

∂ ln (αi · p (xj |µi,Σi))

∂µi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1

p (xj |µi,Σi)
· ∂p (xj |µi,Σi)

∂µi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1

p (xj |µi,Σi)
· p (xj |µi,Σi) ·Σ−1

i (xj − µi)

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

Σ−1
i (xj − µi)
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LL(Du) 对 µi 求导，参考 9.33 的推导：

∂LL (Du)

∂µi

=
∑

xj∈Du

αi∑N
s=1 αs · p (xj |µs,Σs)

· p (xj |µi,Σi) ·Σ−1
i (xj − µi)

=
∑

xj∈Du

γji ·Σ−1
i (xj − µi)

综上，

∂LL (Dl ∪Du)

∂µi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

Σ−1
i (xj − µi) +

∑
xj∈Du

γji ·Σ−1
i (xj − µi)

= Σ−1
i

 ∑
(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

(xj − µi) +
∑

xj∈Du

γji · (xj − µi)


= Σ−1

i

 ∑
(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

xj +
∑

xj∈Du

γji · xj −
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

µi −
∑

xj∈Du

γji · µi


令 ∂LL(Dl∪Du)

∂µi
= 0，两边同时左乘 Σi 并移项：∑

xj∈Du

γji · µi +
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

µi =
∑

xj∈Du

γji · xj +
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

xj

上式中，µi 可以作为常量提到求和号外面，而
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i 1 = li，即第 i 类样本的有标记样本数目，
因此  ∑

xj∈Du

γji +
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1

µi =
∑

xj∈Du

γji · xj +
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

xj

即得式 13.6。

公式 (13.7)

Σi =
1∑

xj∈Du
γji + li

 ∑
xj∈Du

γji · (xj − µi) (xj − µi)
⊤

+
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

(xj − µi) (xj − µi)
⊤


[推导]：首先 LL(Dl) 对 Σi 求偏导，类似于 13.6

∂LL (Dl)

∂Σi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

∂ ln (αi · p (xj |µi,Σi))

∂Σi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1

p (xj |µi,Σi)
· ∂p (xj |µi,Σi)

∂Σi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1

p (xj |µi,Σi)
· p (xj |µi,Σi) ·

(
Σ−1

i (xj − µi) (xj − µi)
⊤ − I

)
· 1
2
Σ−1

i

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

(
Σ−1

i (xj − µi) (xj − µi)
⊤ − I

)
· 1
2
Σ−1

i

然后 LL(Du) 对 Σi 求偏导，类似于 9.35

∂LL (Du)

∂Σi

=
∑

xj∈Du

γji ·
(
Σ−1

i (xj − µi) (xj − µi)
⊤ − I

)
· 1
2
Σ−1

i
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综合可得：
∂LL (Dl ∪Du)

∂Σi

=
∑

xj∈Du

γji ·
(
Σ−1

i (xj − µi) (xj − µi)
⊤ − I

)
· 1
2
Σ−1

i

+
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

(
Σ−1

i (xj − µi) (xj − µi)
⊤ − I

)
· 1
2
Σ−1

i

=

 ∑
xj∈Du

γji ·
(
Σ−1

i (xj − µi) (xj − µi)
⊤ − I

)

+
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

(
Σ−1

i (xj − µi) (xj − µi)
⊤ − I

) · 1
2
Σ−1

i

令 ∂LL(Dl∪Du)
∂Σi

= 0，两边同时右乘 2Σi 并移项：∑
xj∈Du

γji ·Σ−1
i (xj − µi) (xj − µi)

⊤
+

∑
(xj ,yj∈Dl∧yj=i

Σ−1
i (xj − µi) (xj − µi)

⊤

=
∑

xj∈Du

γji · I +
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

I

=

 ∑
xj∈Du

γji + li

 I

两边同时左乘以 Σi：

∑
xj∈Du

γji · (xj − µi) (xj − µi)
⊤
+

∑
(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

(xj − µi) (xj − µi)
⊤
=

 ∑
xj∈Du

γji + li

Σi

即得式 13.7。

公式 (13.8)

αi =
1

m

 ∑
xj∈Du

γji + li


[推导]：类似于式 9.36，写出 LL(Dl ∪Du) 的拉格朗日形式

L (Dl ∪Du, λ) = LL (Dl ∪Du) + λ

(
N∑
s=1

αs − 1

)

= LL (Dl) + LL (Du) + λ

(
N∑
s=1

αs − 1

)

类似于式 9.37，对 αi 求偏导。对于 LL(Du)，求导结果与式 9.37 的推导过程一样

∂LL (Du)

∂αi

=
∑

xj∈Du

1∑N
s=1 αs · p (xj |µs,Σs)

· p (xj |µi,Σi)
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对于 LL(Dl)，类似于 13.6 和 13.7 的推导过程

∂LL (Dl)

∂αi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

∂ ln (αi · p (xj |µi,Σi))

∂αi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1

αi · p (xj |µi,Σi)
· ∂ (αi · p (xj |µi,Σi))

∂αi

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1

αi · p (xj |µi,Σi)
· p (xj |µi,Σi)

=
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1

αi

=
1

αi

·
∑

(xj ,yj)∈Dl∧yj=i

1 =
li
αi

上式推导过程中，重点注意变量是 αi ，p(xj |µi,Σi) 是常量；最后一行 αi 相对于求和变量为常量，因此作
为公因子提到求和号外面；li 为第 i 类样本的有标记样本数目。综合两项结果：

∂L (Dl ∪Du, λ)

∂αi

=
li
αi

+
∑

xj∈Du

p (xj |µi,Σi)∑N
s=1 αs · p (xj |µs,Σs)

+ λ

令
∂LL(Dl ∪Du)

∂αi

= 0 并且两边同乘以 αi，得

αi ·
li
αi

+
∑

xj∈Du

αi · p (xj |µi,Σi)∑N
s=1 αs · p (xj |µs,Σs)

+ λ · αi = 0

结合式 9.30 发现，求和号内即为后验概率 γji, 即

li +
∑

xi∈Du

γji + λαi = 0

对所有混合成分求和，得
N∑
i=1

li +
N∑
i=1

∑
xi∈Du

γji +
N∑
i=1

λαi = 0

这里
∑N

i=1 αi = 1 ，因此
∑N

i=1 λαi = λ
∑N

i=1 αi = λ，根据 9.30 中 γji 表达式可知

N∑
i=1

γji =
N∑
i=1

αi · p(xj |µi,Σi)

ΣN
s=1αs · p(xj |µs,Σs)

=

∑N
i=1 αi · p(xj |µi,Σi)∑N
s=1 αs · p(xj |µs,Σs)

= 1

再结合加法满足交换律，所以

N∑
i=1

∑
xi∈Du

γji =
∑

xi∈Du

N∑
i=1

γji =
∑

xi∈Du

1 = u

以上分析过程中，
∑

xj∈Du
形式与

∑u
j=1 等价，其中 u 为未标记样本集的样本个数；

∑N
i=1 li = l 其中 l 为

有标记样本集的样本个数；将这些结果代入

N∑
i=1

li +
N∑
i=1

∑
xi∈Du

γji +

N∑
i=1

λαi = 0

解出 l + u+ λ = 0 且 l + u = m 其中 m 为样本总个数，移项即得 λ = −m 最后带入整理解得

li +
∑

xj∈Du

γji − λαi = 0

整理即得式 13.8。
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公式 (13.9)

min
w,b,y,ξ

1

2
∥w∥22 + Cl

l∑
i=1

ξi + Cu

m∑
i=l+1

ξi

s.t. yi
(
wTxi + b

)
⩾ 1− ξi, i = 1, 2, . . . , l

ŷi
(
wTxi + b

)
⩾ 1− ξi, i = l + 1, l + 2, . . . ,m

ξi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . ,m

[解析]：这个公式和公式 6.35 基本一致，除了引入了无标记样本的松弛变量 ξi, i = l+1, · · ·m 和对应的权
重系数 Cu 和无标记样本的标记指派 ŷi。

公式 (13.12)

E(f) =
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ij (f (xi)− f (xj))
2

=
1

2

(
m∑
i=1

dif
2 (xi) +

m∑
j=1

djf
2 (xj)− 2

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf (xi) f (xj)

)

=
m∑
i=1

dif
2 (xi)−

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf (xi) f (xj)

= fT(D−W)f

[解析]：首先解释下这个能量函数的定义。原则上，我们希望能量函数 E(f) 越小越好，对于节点 i, j，如
果它们不相邻，则 (W)ij = 0，如果它们相邻，则最小化能量函数要求 f(xi) 和 f(xj) 尽量相似，和逻辑
相符。下面进行公式的推导，首先由二项展开可得：

E(f) =
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ij (f (xi)− f (xj))
2

=
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ij
(
f2 (xi)− 2f (xi) f (xj) + f2 (xj)

)
=

1

2

(
m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf
2 (xi) +

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf
2 (xj)− 2

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf (xi) f (xj)

)

由于 W 是一个对称矩阵，可以通过变量替换得到

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf
2 (xj) =

m∑
j=1

m∑
i=1

(W)jif
2 (xi)

=
m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf
2 (xi)

=
m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf
2 (xj)

因此 E(f) 可化简为

E(f) =
m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf
2 (xi)−

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf (xi) f (xj)
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根据定义 di =
∑l+u

j=1 (W)ij，且 m = l + u 则

E(f) =

m∑
i=1

dif
2 (xi)−

m∑
i=1

m∑
j=1

(W)ijf (xi) f (xj)

= fTDf − fTWf

= fT(D−W)f

公式 (13.13)

E(f) =
(
fT

l f
T
u

)([ Dll 0lu

0ul Duu

]
−

[
Wll Wlu

Wul Wuu

])[
f l

fu

]
= fT

l (Dll −Wll)f l − 2fT
uWulf l + fT

u (Duu −Wuu)fu

[解析]：这里第一项西瓜书中的符号有歧义，应该表示成
[
fT

l fT
u

]
即一个 R1×(l+u) 的行向量。根据矩

阵乘法的定义，有：

E(f) =
[
fT

l fT
u

] [ Dll −W ll −W lu

−W ul Duu −W uu

][
f l

fu

]

=
[
fT

l (Dll −W ll)− fT
uW ul −fT

l W lu + fT
u (Duu −W uu)

] [ f l

fu

]
=
(
fT

l (Dll −W ll)− fT
uW ul

)
f l +

(
−fT

l W lu + fT
u (Duu −W uu)

)
fu

= fT
l (Dll −W ll)f l − fT

uW ulf l − fT
l W lufu + fT

u (Duu −W uu)fu

= fT
l (Dll −W ll)f l − 2fT

uW ulf l + fT
u (Duu −W uu)fu

其中最后一步，fT
l W lufu =

(
fT

l W lufu

)T
= fT

u W ulf l，因为这个式子的结果是一个标量。

公式 (13.14)

E(f) =
(
fT

l f
T
u

)([ Dll 0lu

0ul Duu

]
−

[
Wll Wlu

Wul Wuu

])[
f l

fu

]
= fT

l (Dll −Wll)f l − 2fT
uWulf l + fT

u (Duu −Wuu)fu

[解析]：参考 13.13

公式 (13.15)

fu = (Duu −Wuu)
−1 Wulf l

[解析]：由 13.13，有

∂E(f)

∂fu

=
∂fT

l (Dll −W ll)f l − 2fT
uW ulf l + fT

u (Duu −W uu)fu

∂fu

= −2W ulf l + 2 (Duu −W uu)fu

令结果等于 0 即得 13.15。
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公式 (13.16)

P = D−1W =

[
D−1

ll 0lu

0ul D−1
uu

][
Wll Wlu

Wul Wuu

]

=

[
D−1

ll Wll D−1
ll Wlu

D−1
uuWul D−1

uuWuu

]
[解析]：根据矩阵乘法的定义计算可得该式，其中需要注意的是，对角矩阵 D 的拟等于其各个对角元素的
倒数。

公式 (13.17)

fu =
(
Duu

(
I−D−1

uuWuu

))−1 Wulf l

=
(
I−D−1

uuWuu

)−1 D−1
uuWulf l

= (I−Puu)
−1 Pulf l

[解析]：第一项到第二项是根据矩阵乘法逆的定义：(AB)−1 = B−1A−1，在这个式子中

Puu = D−1
uuWuu

Pul = D−1
uuWul

均可以根据 Wij 计算得到，因此可以通过标记 fl 计算未标记数据的标签 fu。

公式 (13.20)

F∗ = lim
t→∞

F(t) = (1− α)(I− αS)−1Y

[解析]：由 13.19
F(t+ 1) = αSF(t) + (1− α)Y

当 t 取不同的值时，有：

t = 0 : F(1) = αSF(0) + (1− α)Y

= αSY + (1− α)Y

t = 1 : F(2) = αSF(1) + (1− α)Y = αS(αSY + (1− α)Y) + (1− α)Y

= (αS)2Y + (1− α)

(
1∑

i=0

(αS)i
)

Y

t = 2 : F(3) = αSF(2) + (1− α)Y

= αS
(
(αS)2Y + (1− α)

(
1∑

i=0

(αS)i
)

Y
)

+ (1− α)Y

= (αS)3Y + (1− α)

(
2∑

i=0

(αS)i
)

Y

可以观察到规律

F(t) = (αS)tY + (1− α)

(
t−1∑
i=0

(αS)i
)

Y
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则

F∗ = lim
t→∞

F(t) = lim
t→∞

(αS)tY + lim
t→∞

(1− α)

(
t−1∑
i=0

(αS)i
)

Y

其中第一项由于 S = D− 1
2 WD− 1

2 的特征值介于 [-1, 1] 之间 [1]，而 α ∈ (0, 1)，所以 limt→∞(αS)t = 0，
第二项由等比数列公式

lim
t→∞

t−1∑
i=0

(αS)i = I− limt→∞(αS)t
I− αS =

I
I− αS = (I− αS)−1

综合可得式 13.20。

参考文献

[1] Wikipedia contributors. Laplacian matrix, 2020. URL: https://en.wikipedia.org/wiki/
Laplacian_matrix.
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第 14 章 概率图模型

公式 (14.1)

P (x1, y1, . . . , xn, yn) = P (y1)P (x1|y1)
n∏

i=2

P (yi|yi−1)P (xi|yi)

[解析]：所有的相乘关系都表示概率的相互独立。三种概率 P (yi) , P (xi|yi) , P (yi|yi−1)分别表示初始状态
概率，输出观测概率和条件转移概率。

公式 (14.2)

P (x) = 1

Z

∏
Q∈C

ψQ (xQ)

[解析]：因为各个团之间概率分布相互独立，因此它们连乘可以表示最终的概率。

公式 (14.3)

P (x) = 1

Z∗

∏
Q∈C∗

ψQ (xQ)

[解析]：意义同式 14.2, 区别在于此处的团为极大团。

公式 (14.4)

P (xA, xB, xC) =
1

Z
ψAC (xA, xC)ψBC (xB, xC)

[解析]：将图 14.3 分解成 xA, xC 和 xB, xC 两个团。

公式 (14.5)

P (xA, xB|xC) =
ψAC (xA, xC)∑
x′
A
ψAC (x′A, xC)

· ψBC (xB, xC)∑
x′
B
ψBC (x′B, xC)

[推导]：参见原书推导。

公式 (14.6)

P (xA|xC) =
ψAC (xA,xC)∑
xA
ψAC (x′A, xC)

[推导]：参见原书推导。

公式 (14.7)

P (xA, xB|xC) = P (xA|xC)P (xB|xC)

[解析]：可由 14.5、14.6 联立可得。
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公式 (14.8)

ψQ (xQ) = e−HQ(xQ)

[解析]：此为势函数的定义式，即将势函数写作指数函数的形式。指数函数满足非负性，且便于求导，因
此在机器学习中具有广泛应用，例如西瓜书公式 8.5 和 13.11。

公式 (14.9)

HQ (xQ) =
∑

u,v∈Q,u ̸=v

αuvxuxv +
∑
v∈Q

βvxv

[解析]：此为定义在变量 xQ 上的函数 HQ (·) 的定义式，第二项考虑单节点，第一项考虑每一对节点之间
的关系。

公式 (14.10)

P
(
yv|x,yV \{v}

)
= P

(
yv|x,yn(v)

)
[解析]：根据局部马尔科夫性，给定某变量的邻接变量，则该变量独立与其他变量，即该变量只与其邻接
变量有关，所以式 14.10 中给定变量 v 以外的所有变量与仅给定变量 v 的邻接变量是等价的。

公式 (14.14)

P (x5) =
∑
x4

∑
x3

∑
x2

∑
x1

P (x1, x2, x3, x4, x5)

=
∑
x4

∑
x3

∑
x2

∑
x1

P (x1)P (x2|x1)P (x3|x2)P (x4|x3)P (x5|x3)

[解析]：在消去变量的过程中，在消去每一个变量时需要保证其依赖的变量已经消去，因此消去顺序应该
是有向概率图中的一条以目标节点为终点的拓扑序列。

公式 (14.15)

P (x5) =
∑
x3

P (x5|x3)
∑
x4

P (x4|x3)
∑
x2

P (x3|x2)
∑
x1

P (x1)P (x2|x1)

=
∑
x3

P (x5|x3)
∑
x4

P (x4|x3)
∑
x2

P (x3|x2)m12 (x2)

[解析]：变量消去的顺序为从右至左求和号的下标，应当注意 x4 与 x5 相互独立，因此可与 x3 的消去顺
序互换，对最终结果无影响。
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公式 (14.16)

P (x5) =
∑
x3

P (x5|x3)
∑
x4

P (x4|x3)m23 (x3)

=
∑
x3

P (x5|x3)m23 (x3)
∑
x4

P (x4|x3)

=
∑
x3

P (x5|x3)m23 (x3)

= m35 (x5)

[解析]：注意到
∑

x4
P (x4|x3) = 1。

公式 (14.17)

P (x1, x2, x3, x4, x5) =
1

Z
ψ12 (x1, x2)ψ23 (x2, x3)ψ34 (x3, x4)ψ35 (x3, x5)

[解析]：忽略图 14.7(a) 中的箭头，然后把无向图中的每条边的两个端点作为一个团将其分解为四个团因
子的乘积。Z 为规范化因子确保所有可能性的概率之和为 1。

公式 (14.18)

P (x5) =
1

Z

∑
x3

ψ35 (x3, x5)
∑
x4

ψ34 (x3, x4)
∑
x2

ψ23 (x2, x3)
∑
x1

ψ12 (x1, x2)

=
1

Z

∑
x3

ψ35 (x3, x5)
∑
x4

ψ34 (x3, x4)
∑
x2

ψ23 (x2, x3)m12 (x2)

= · · ·

=
1

Z
m35 (x5)

[解析]：原理同式 14.15, 区别在于把条件概率替换为势函数。

公式 (14.19)

mij (xj) =
∑
xi

ψ (xi, xj)
∏

k∈n(i)\j

mki (xi)

[解析]：该式表示从节点 i 传递到节点 j 的过程，求和号表示要考虑节点 i 的所有可能取值。连乘号解释
见式 14.20。应当注意这里连乘号的下标不包括节点 j，节点 i 只需要把自己知道的关于 j 以外的消息告
诉节点 j 即可。

公式 (14.20)

P (xi) ∝
∏

k∈n(i)

mki (xi)

[解析]：应当注意这里是正比于而不是等于，因为涉及到概率的规范化。可以这么解释，每个变量可以看
作一个有一些邻居的房子，每个邻居根据其自己的见闻告诉你一些事情 (消息)，任何一条消息的可信度应
当与所有邻居都有相关性，此处这种相关性用乘积来表达。
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公式 (14.22)

f̂ =
1

N

N∑
i=1

f (xi)

[推导]：假设 x 有 M 种不同的取值，xi 的采样数量为 mi(连续取值可以采用微积分的方法分割为离散的
取值)，则

f̂ =
1

N

M∑
j=1

f (xj) ·mj

=

M∑
j=1

f (xj) ·
mj

N

≈
M∑
j=1

f (xj) · p(xj)

≈
∫
f(x)p(x)dx

公式 (14.26)

p
(
xt
)
T
(
xt−1 | xt

)
= p

(
xt−1

)
T
(
xt | xt−1

)
[解析]：假设变量 x 所在的空间有 n 个状态 (s1, s2, .., sn), 定义在该空间上的一个转移矩阵 T ∈ Rn×n

满足一定的条件则该马尔可夫过程存在一个稳态分布 π, 使得

πT = π

其中, π 是一个是一个 n 维向量，代表 s1, s2, .., sn 对应的概率. 反过来, 如果我们希望采样得到符合某个
分布 π 的一系列变量 x1,x2, ..,xt, 应当采用哪一个转移矩阵 T ∈ Rn×n 呢？
事实上，转移矩阵只需要满足马尔可夫细致平稳条件

πiTij = πjTji

即公式 14.26，这里采用的符号与西瓜书略有区别以便于理解. 证明如下

πTj· =
∑
i

πiTij =
∑
i

πjTji = πj

假设采样得到的序列为 x1,x2, ..,xt−1,xt，则可以使用MH 算法来使得 xt−1(假设为状态 si)转移到 xt(假
设为状态 sj) 的概率满足式。

公式 (14.27)

p
(
xt−1

)
Q
(
x∗|xt−1

)
A
(
x∗|xt−1

)
= p (x∗)Q

(
xt−1|x∗)A (xt−1|x∗)

[解析]：这里把式 14.26 中的函数 T 拆分为两个函数 Q 和 A 之积，即先验概率和接受概率，便于实际算
法的实现。
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公式 (14.28)

A(x∗|xt−1) = min
(
1,

p(x∗)Q(xt−1|x∗)
p(xt−1)Q(x∗|xt−1)

)
[推导]：这个公式其实是拒绝采样的一个 trick，因为基于式 14.27 只需要

A(x∗|xt−1) = p(x∗)Q(xt−1|x∗)

A(xt−1|x∗) = p(xt−1)Q(x∗|xt−1)

即可满足式 14.26，但是实际上等号右边的数值可能比较小，比如各为 0.1 和 0.2，那么好不容易才到的样
本只有百分之十几得到利用，所以不妨将接受率设为 0.5 和 1，则细致平稳分布条件依然满足，样本利用
率大大提高, 所以可以改进为

A(x∗|xt−1) =
p(x∗)Q(xt−1|x∗)

norm

A(xt−1|x∗) = p(xt−1)Q(x∗|xt−1)

norm

其中

norm = max
(
p(xt−1)Q(x∗|xt−1), p(x∗)Q(xt−1|x∗)

)
即西瓜书中的 14.28。

公式 (14.29)

p(x|Θ) =
N∏
i=1

∑
z
p (xi, z|Θ)

[解析]：连乘号是因为 N 个变量的生成过程相互独立。求和号是因为每个变量的生成过程需要考虑中间隐
变量的所有可能性，类似于边际分布的计算方式。

公式 (14.30)

ln p(x|Θ) =
N∑
i=1

ln
{∑

z
p (xi, z|Θ)

}
[解析]：对式 14.29 取对数。

公式 (14.31)

Θt+1 = argmax
Θ

Q
(
Θ;Θt

)
= argmax

Θ

∑
z
p
(
z|x,Θt

)
ln p(x, z|Θ)

[解析]：EM 算法中的 M 步，参见 7.6 节。

公式 (14.32)

lnp(x) = L(q) + KL(q ∥ p)
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[推导]：根据条件概率公式 p(x, z) = p(z|x) ∗ p(x)，可以得到 p(x) = p(x,z)
p(z|x) 然后两边同时作用 ln 函数，可

得 lnp(x) = lnp(x,z)
p(z|x) 因为 q(z) 是概率密度函数，所以 1 =

∫
q(z)dz 等式两边同时乘以 lnp(x)，因为 lnp(x)

是不关于变量 z 的函数，所以 lnp(x) 可以拿进积分里面，得到 lnp(x) =
∫
q(z)lnp(x)dz

lnp(x) =
∫
q(z)lnp(x)dz

=

∫
q(z)lnp(x, z)

p(z|x)

=

∫
q(z)ln

{
p(x, z)

q(z)
· q(z)
p(z|x)

}
=

∫
q(z)

(
lnp(x, z)

q(z)
− lnp(z|x)

q(z)

)
=

∫
q(z)ln

{
p(x, z)

q(z)

}
−
∫
q(z)lnp(z|x)

q(z)

= L(q) + KL(q ∥ p)

最后一行是根据 L 和 KL 的定义。

公式 (14.33)

L(q) =
∫
q(z) ln

{
p(x, z)
q(z)

}
dz

[解析]：见 14.32 解析。

公式 (14.34)

KL(q∥p) = −
∫
q(z) ln p(z|x)

q(z) dz

[解析]：见 14.32 解析。

公式 (14.35)

q(z) =
M∏
i=1

qi (zi)

[解析]：再一次，条件独立的假设。可以看到，当问题复杂是往往简化问题到最简单最容易计算的局面，实
际上往往效果不错。

公式 (14.36)

L(q) =
∫ ∏

i

qi

{
lnp(x, z)−

∑
i

lnqi
}
dz

=

∫
qj

{∫
p(x, z)

∏
i ̸=j

qidzi

}
dzj −

∫
qj lnqjdzj + const

=

∫
qj lnp̃(x, zj)dzj −

∫
qj lnqjdzj + const

[推导]：

L(q) =
∫ ∏

i

qi

{
lnp(x, z)−

∑
i

lnqi
}
dz =

∫ ∏
i

qilnp(x, z)dz−
∫ ∏

i

qi
∑
i

lnqidz
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公式可以看做两个积分相减，我们先来看左边积分
∫ ∏

i qilnp(x, z)dz 的推导。∫ ∏
i

qilnp(x, z)dz =

∫
qj
∏
i ̸=j

qilnp(x, z)dz

=

∫
qj

{∫
lnp(x, z)

∏
i ̸=j

qidzi

}
dzj

即先对 zj 求积分，再对 zi 求积分，这个就是教材中的 14.36 左边的积分部分。我们现在看下右边积分的
推导

∫ ∏
i qi
∑

i lnqidz 的推导。在此之前我们看下
∫ ∏

i qilnqkdz 的计算∫ ∏
i

qilnqkdz =

∫
qi′
∏
i ̸=i′

qilnqkdz

=

∫
qi′

{∫ ∏
i ̸=i′

qilnqkdzi

}
dzi′

第一个等式是一个展开项，选取一个变量 qi′ , i
′ ̸= k，由于

{∫ ∏
i ̸=i′ qilnqkdzi

}
部分与变量 qi′ 无关，所

以可以拿到积分外面。又因为
∫
qi′dzi′ = 1，所以∫ ∏

i

qilnqkdz =

∫ ∏
i ̸=i′

qilnqkdzi

=

∫
qklnqkdzk

即所有 k 以外的变量都可以通过上面的方式消除, 有了这个结论，我们再来看公式∫ ∏
i

qi
∑
i

lnqidz =

∫ ∏
i

qilnqjdz +
∑
k ̸=j

∫ ∏
i

qilnqkdz

=

∫
qj lnqjdzj +

∑
z ̸=j

∫
qklnqkdzk

=

∫
qj lnqjdzj + const

其中第二个等式是依据上述规律进行消除，最后将与 qj 无关的部分写作 const，这个就是 14.36 右边的积
分部分。

公式 (14.37)

ln p̃ (x, zj) = Ei ̸=j [ln p(x, z)] + const

[解析]：参见 14.36

公式 (14.38)

Ei ̸=j [ln p(x, z)] =
∫

ln p(x, z)
∏
i ̸=j

qidzi

[解析]：参见 14.36

公式 (14.39)

ln q∗j (zj) = Ei ̸=j [ln p(x, z)] + const

[解析]：散度取得极值的条件是两个概率分布相同，见附录 C.3。
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公式 (14.40)

q∗j (zj) =
exp (Ei̸=j [ln(p(x, z))])∫

exp (Ei ̸=j [ln(p(x, z))])dzj

[推导]：由 14.39 去对数并积分∫
q∗j (zj)dzj =

∫
exp (Ei ̸=j [ln(p(x, z))]) · exp(const)dzj

= exp(const)
∫

exp (Ei ̸=j [ln(p(x, z))]) dzj

= 1

所以
exp(const) = 1∫

exp (Ei ̸=j [ln(p(x, z))]) dzj

q∗j (zj) = exp (Ei ̸=j [ln(p(x, z))]) · exp(const)

=
exp (Ei ̸=j [ln(p(x, z))])∫

exp (Ei ̸=j [ln(p(x, z))])dzj

公式 (14.41)

p(W , z,β,θ|α,η) =
T∏

t=1

p(θt|α)
K∏

k=1

p(βk|η)(
N∏

n=1

P (wt,n|zt,n,βk)P (zt,n|θt))

[解析]：此式表示 LDA 模型下根据参数 α, η 生成文档 W 的概率。其中 z, β, θ 是生成过程的中间变量。具
体的生成步骤可见概率图 14.12，图中的箭头和式 14.41 中的条件概率中的因果项目一一对应。这里共有
三个连乘符号，表示三个相互独立的概率关系。第一个连乘表示 T 个文档每个文档的话题分布都是相互
独立的。第二个连乘表示 K 个话题每个话题下单词的分布是相互独立的。最后一个连乘号表示每篇文档
中的所有单词的生成是相互独立的。

公式 (14.42)

p (Θt|α) =
Γ (
∑

k αk)∏
k Γ (αk)

∏
k

Θαk−1
t,k

[解析]：参见附录 C1.6。

公式 (14.43)

LL(α,η) =
T∑

t=1

ln p (wt|α,η)

[解析]：对数似然函数。参见 7.2 极大似然估计。

公式 (14.44)

p(z,β,Θ|W,α,η) =
p(W, z,β,Θ|α,η)

p(W|α,η)
[解析]：分母为边际分布，需要对变量 z,β,Θ 积分或者求和，所以往往难以直接求解。
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第 15 章 规则学习

公式 (15.2)

LRS = 2 ·

m̂+ log2

(
m̂+

m̂++m̂−

)
(

m+

m++m−

) + m̂− log2

(
m̂−

m̂++m̂−

)
(

m−
m++m−

)


[解析]：似然率统计量 (Likelihood Ratio Statistics) 的定义式。

公式 (15.3)

F−Gain = m̂+ ×
(

log2

m̂+

m̂+ + m̂−
− log2

m+

m+ +m−

)
[解析]：FOIL 增益 (FOIL gain) 的定义式。

公式 (15.6)

(A ∨B)− {B} = A

[解析]：析合范式的删除操作定义式，表示在 A 和 B 的析合式中删除成分 B，得到成分 A。

公式 (15.7)

C = (C1 − {L}) ∨ (C2 − {¬L})

[解析]：C = A ∨B，把 A = C1 − {L} 和 L = C2 − {¬L} 带入即得。

公式 (15.9)

C2 = (C − (C1 − {L})) ∨ {¬L}

[解析]：由式 15.7 可知
C2 − {¬L} = C − (C1 − {L})

由式 15.6 移项即证得。

公式 (15.10)

p← A ∧B q ← A

p← q ∧B q ← A

[解析]：吸收 (absorption) 操作的定义。

公式 (15.11)

p← A ∧B p← A ∧ q
q ← B p← A ∧ q

[解析]：辨识 (identification) 操作的定义。

108



→_→ 欢迎去各大电商平台选购纸质版南瓜书《机器学习公式详解》 ←_←

公式 (15.12)

p← A ∧B p← A ∧ q
q ← B p← A ∧ q q ← C

[解析]：内构 (intra-construction) 操作的定义。

公式 (15.13)

p← A ∧B q ← r ∧ C
p← r ∧B r ← A q ← r ∧ C

[解析]：互构 (inter-construction) 操作的定义。

公式 (15.14)

C = (C1 − {L1}) θ ∨ (C2 − {L2}) θ

[解析]：由式 15.7，分别对析合的两个子项进行归结即得证。

公式 (15.16)

C2 = (C − (C1 − {L1}) θ1 ∨ {¬L1θ1}) θ−1
2

[推导]：θ1 为作者笔误，由 15.9

C2 = (C − (C1 − {L1})) ∨ {L2}

因为 L2 = (¬L1θ1)θ
−1
2 ，替换得证。
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第 16 章 强化学习

公式 (16.2)

Qn(k) =
1

n
((n− 1)×Qn−1(k) + vn)

[推导]：

Qn(k) =
1

n

n∑
i=1

vi

=
1

n

(
n−1∑
i=1

vi + vn

)

=
1

n
((n− 1)×Qn−1(k) + vn)

= Qn−1(k) +
1

n
(vn −Qn−1(k))

公式 (16.3)

Qn(k) =
1

n
((n− 1)×Qn−1(k) + vn)

= Qn−1(k) +
1

n
(vn −Qn−1(k))

[推导]：参见 16.2

公式 (16.4)

P (k) =
e

Q(k)
τ∑K

i=1 e
Q(i)
τ

[解析]：

P (k) =
e

Q(k)
τ∑K

i=1 e
Q(i)
τ

∝ e
Q(k)

τ ∝ Q(k)

τ
∝ 1

τ

公式 (16.7)

V π
T (x) = Eπ[

1

T

T∑
t=1

rt | x0 = x]

= Eπ[
1

T
r1 +

T − 1

T

1

T − 1

T∑
t=2

rt | x0 = x]

=
∑
a∈A

π(x, a)
∑
x′∈X

P a
x→x′(

1

T
Ra

x→x′ +
T − 1

T
Eπ[

1

T − 1

T−1∑
t=1

rt | x0 = x′])

=
∑
a∈A

π(x, a)
∑
x′∈X

P a
x→x′(

1

T
Ra

x→x′ +
T − 1

T
V π
T−1(x

′)])

[解析]：因为
π(x, a) = P (action = a|state = x)
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表示在状态 x 下选择动作 a 的概率，又因为动作事件之间两两互斥且和为动作空间，由全概率展开公式

P (A) =
∞∑
i=1

P (Bi)P (A | Bi)

可得

Eπ[
1

T
r1 +

T − 1

T

1

T − 1

T∑
t=2

rt | x0 = x]

=
∑
a∈A

π(x, a)
∑
x′∈X

P a
x→x′(

1

T
Ra

x→x′ +
T − 1

T
Eπ[

1

T − 1

T−1∑
t=1

rt | x0 = x′])

其中
r1 = π(x, a)P a

x→x′Ra
x→x′

最后一个等式用到了递归形式。

公式 (16.8)

V π
γ (x) =

∑
a∈A

π(x, a)
∑
x′∈X

P a
x→x′(Ra

x→x′ + γV π
γ (x′))

[推导]：

V π
γ (x) = Eπ[

∞∑
t=0

γtrt+1 | x0 = x]

= Eπ[r1 +
∞∑
t=1

γtrt+1 | x0 = x]

= Eπ[r1 + γ
∞∑
t=1

γt−1rt+1 | x0 = x]

=
∑
a∈A

π(x, a)
∑
x′∈X

P a
x→x′(Ra

x→x′ + γEπ[
∞∑
t=0

γtrt+1 | x0 = x′])

=
∑
a∈A

π(x, a)
∑
x′∈X

P a
x→x′(Ra

x→x′ + γV π
γ (x′))

公式 (16.10)

{
Qπ

T (x, a) =
∑

x′∈X P
a
x→x′

(
1
T
Ra

x→x′ + T−1
T
V π
T−1 (x

′)
)

Qπ
γ(x, a) =

∑
x′∈X P

a
x→x′

(
Ra

x→x′ + γV π
γ (x′)

)
[推导]：参见 16.7, 16.8

公式 (16.14)

V ∗(x) = max
a∈A

Qπ∗
(x, a)

[解析]：为了获得最优的状态值函数 V，这里取了两层最优，分别是采用最优策略 π∗ 和选取使得状态动
作值函数 Q 最大的状态 maxa∈A。
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公式 (16.16)

V π(x) ≤ V π′
(x)

[推导]：
V π(x) ≤ Qπ(x, π′(x))

=
∑
x′∈X

P
π′(x)
x→x′(R

π′(x)
x→x′ + γV π(x′))

≤
∑
x′∈X

P
π′(x)
x→x′(R

π′(x)
x→x′ + γQπ(x′, π′(x′)))

=
∑
x′∈X

P
π′(x)
x→x′(R

π′(x)
x→x′ + γ

∑
x′∈X

P
π′(x′)
x′→x′(R

π′(x′)
x′→x′ + γV π(x′)))

=
∑
x′∈X

P
π′(x)
x→x′(R

π′(x)
x→x′ + γV π′

(x′))

= V π′
(x)

其中，使用了动作改变条件
Qπ(x, π′(x)) ≥ V π(x)

以及状态-动作值函数
Qπ(x′, π′(x′)) =

∑
x′∈X

P
π′(x′)
x′→x′(R

π′(x′)
x′→x′ + γV π(x′))

于是，当前状态的最优值函数为
V ∗(x) = V π′

(x) ≥ V π(x)

公式 (16.31)

Qπ
t+1(x, a) = Qπ

t (x, a) + α(Ra
x→x′ + γQπ

t (x
′, a′)−Qπ

t (x, a))

[推导]：对比公式 16.29
Qπ

t+1(x, a) = Qπ
t (x, a) +

1

t+ 1
(rt+1 −Qπ

t (x, a))

以及由
1

t+ 1
= α

可知，若下式成立，则公式 16.31 成立

rt+1 = Ra
x→x′ + γQπ

t (x
′, a′)

而 rt+1 表示 t+ 1 步的奖赏，即状态 x 变化到 x′ 的奖赏加上前面 t 步奖赏总和 Qπ
t (x

′, a′) 的 γ 折扣，因
此这个式子成立。
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