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自动控制原理实验报告

图 1 被控对象：二阶倒立摆系统

  

院(系)：智能工程学院  组号：第六组  组长：张瑞程

日期：2024.12.26        实验名称：  二级倒立摆系统建模及  Matlab仿真

 

 

 
  

 

一、实验目的

1.了解二级倒立摆工作原理；

2.建立二级倒立摆数学模型；

3.分析二级倒立摆系统的稳定性、可控性。

二、  小组成员

1.张瑞程：22354189，负责仿真以及报告撰写

2.孙大伟：22354115，负责仿真

3.钟镇宇：22354205，负责仿真

三、  实验任务

1.建立二级倒立摆系统数学模型；

2.分析二级倒立摆系统的稳定性、可控性。

四、  实验设备

1.二级倒立摆本体、倒立摆电控箱、PC  机（Matlab  平台、运动控制卡）

五、  实验原理
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图 2 系统控制框图

1.工作原理

电机传感器由伺服电机自带，可以根据该码盘的反馈通过换算获得小车位移、速度，并

反馈给伺服电机和运动控制卡。

通过角度编码器，可换算出摆杆 1和 2的角度、角速度，并反馈给运动控制卡。

计算机从运动控制卡中实时读取数据确定控制决策电机的输出力矩并发送给运动控制

卡，运动控制卡实现该次控制决策产生相应的控制量使电机转动带动小车运动，以达到控制

的目的。

2.运动学分析

分析方法：拉格朗日力学分析法

拉格朗日力学是分析力学的内容，本质上与牛顿力学是一样的，在物理上没有任何新内

容。它从功和能量角度入手、引入广义坐标的概念，用数学分析方法重新表述了牛顿力学。

它比牛顿力学好用的地方主要两点：不依赖空间坐标系，不需要分析系统内部的约束力。

图 3 二阶倒立摆模型简图

表 1 二阶倒立摆系统参数
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拉格朗日力学分析法的核心思想：

达朗贝尔原理（D’alembert Principle）任何情况下，质点系主动力（外力）与惯性力所

做的虚功之和为 0，不需要考虑内部约束力。

拉格朗日方程：

� �, �� = � �, �� − � �, ��
其中，�为拉格朗日算子，�为系统的动能，�为系统的势能，�为广义质心坐标。

假设主动力（外力）都是保守力（保守力所作的功与路径无关，只与起始位置有关），

则系统动力学方程可以写为：

�
��

��
���

−
��
��

= 0

注：如果考虑主动力包括非保守力的情况，那么我们需要把这个力� 加入到式子中。

直线二级倒立摆系统中的广义坐标有三个，分别为小车位移�，摆杆 1角度�1和摆杆 2
角度�2。�是系统在广义坐标上�所受到的外力。由于系统在广义坐标系�1，�2下不受外力，

可得：
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表 2 直线二级倒立摆模型参数

直线二级倒立摆系统的动能由小车动能，摆杆 1动能，摆杆 2动能和质量块动能四大部

分组成。假设系统总动能为�，小车动能为��，摆杆 1动能为��1，摆杆 2动能为��2，质量

块动能为��3。故得出系统动能的表达式为：

� = �� + ��1 + ��2 + ��3

小车动能：

�� =
1
2

� �' 2

由于摆杆的特性，摆杆 1和摆杆 2均存在平动动能和转动动能。摆杆 1的总动能：

��1 = ��11 + ��12

摆杆 2的总动能为：

��2 = ��21 + ��22

摆杆 1的质心坐标：
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�����1 = � − �1����1
�����1 = �1����1

摆杆 2的质心坐标：

�����2 = � − 2�1����1 − �2����2
�����2 = 2�1����1 + �2����2

质量块的质心坐标：

����� = � − 2�1����1
����� = 2�1����1

根据动能势能公式可以推出以下公式，

摆杆 1的平动动能：

��11 =
1
2

�1
� �����1

��

2

+
� �����1

��

2

摆杆 1的转动动能：

��12 =
1
2

��1 �1
' 2 =

1
6

�1�1
2 �1

' 2

摆杆 2的平动动能：

��21 =
1
2

�2
� �����2

��

2

+
� �����2

��

2

摆杆 2的转动动能：

��22 =
1
2

��2 �2
' 2 =

1
6

�2�2
2 �2

' 2

质量块与摆杆不同，可将其看作一个质点，可直接得出质量块的动能：

��3 =
1
2

�3
� �����

��

2

+
� �����

��

2

整个倒立摆系统的动能：

� = �� + ��1 + ��2 + ��3

=
1
2

� �' 2 +
1
2

�1
� �����1
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2

+
� �����1

��

2

+
1
6
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直线二级倒立摆系统的势能：
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� = �1 + �2 + �3 = �1�ℎ1 + �2�ℎ2 + �3�ℎ3

= �1� ∙ �����1 + �2� ∙ �����2 + �3� ∙ �����
= �1��1����1 + �2�(2�1����1 + �2����2) + 2�3��1����1

假设在平衡位置时的系统中所有的变量的初始值均为零：

� �0 = �, �1, �2, �', �1
' , �2

' , �'' = (0,0,0,0,0,0,0)
在直线二级倒立摆系统的线性化过程中，需先求出�1

''和�2
''，故设：

�1
'' = �1(�, �1, �2, �', �1

' , �2
' , �'')

�2
'' = �2(�, �1, �2, �', �1

' , �2
' , �'')

函数�1和�2的形式可由如下式子得出：

�
��

��
��1

' −
��
��1

= 0

�
��

��
��2

' −
��
��2

= 0

将�1
''和�2

''在平衡位置� �0 处用泰勒级数展开并线性化，得到方程：

�1
'' = �11� + �12�1 + �13�2 + �14�' + �15�1

' + �16�2
' + �17�''

�2
'' = �21� + �22�1 + �23�2 + �24�' + �25�1

' + �26�2
' + �27�''

式子中：

�11 =
��1

�� � �0

, �12 =
��1

��1 � �0

, �13 =
��1

��2 � �0

;

�14 =
��1

��'
� �0

, �15 =
��1

��1
'

� �0

, �16 =
��1

��2
'

� �0

, �17 =
��1

��''
� �0

;

�21 =
��2

�� � �0

, �22 =
��2

��1 � �0

, �23 =
��2

��2 � �0

;

�24 =
��2

��'
� �0

, �25 =
��2

��1
'

� �0

, �26 =
��2

��2
'

� �0

, �27 =
��2

��''
� �0

;

将直线二级倒立摆相关参数带入方程，可得出以下结果：

�12 =
3� �1 + 2 �2 + �3

4�1 + 3 �2 + 4�3 �1
= 86.69, �13 =

−9��2

2 4�1 + 3 �2 + 4�3 �1
=− 21.62

�17 =
3 2�1 + �2 − 4�3

2 4�1 + 3 �2 + 4�3 �1
= 6.64, �22 =

−9� �1 + 2 �2 + �3

2 4�1 + 3 �2 + 4�3 �2
=− 40.31

�23 =
3� �1 + 2 �2 + �3

4�1 + 3 �2 + 4�3 �2
= 39.45, �24 =

3 �1 − �2�3

2 4�1 + 3 �2 + 4�3 �2
=− 0.088

注：其余参数为 0.
系统的状态变量：

�, �1, �2, �', �1
' , �2

'

系统的状态方程标准形式：

�' � = �� � + ��
� � = �� � + ��

注：在二级倒立摆系统中，控制输入一般采用小车的加速度.
将以上结果代入动态方程可得：
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六、实验步骤

任务 1：二级倒立摆系统的稳定性分析

(1) 打开Matlab，建立如下的 simulink 仿真模块，并保存。

其中，step函数的幅值为 0.01，相当于一个噪声信号：

思考：对二级倒立摆，为什么不采用自动控制原理中的传递函数来描述系统？

  对于二级倒立摆，由于其控制变量多、非线性强、强耦合，所以控制规则与隶属函数很

难确定。因此不适合采用自动控制原理中的传递函数来描述系统。

非线性：二级倒立摆是一个高度非线性系统。传递函数通常用于线性时不变（LTI）系统，

它们能够描述系统输入和输出之间的线性关系。对于非线性系统，传递函数无法准确捕捉系

统的动态特性，特别是在摆的角度较大时，小角度近似不再适用，导致线性模型失效。

强耦合：两个摆之间存在强烈的动态耦合，这使得系统的控制更加复杂。传递函数通常用于

描述单输入单输出（SISO）系统，而对于多输入多输出（MIMO）系统，尤其是存在强耦合的

系统，传递函数可能无法提供足够的信息来描述各个输入和输出之间的关系。

控制规则与隶属函数难以确定：对于复杂的非线性系统，确定合适的控制规则和隶属函数

（特别是在模糊控制中）是非常困难的。

状态空间描述：对于复杂的非线性系统，状态空间模型可能是更好的选择。状态空间模型可

以更全面地描述系统的动态行为，包括非线性和时变特性。
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State-space模块的参数为：

(2) 点击 scope，观察输出 y，可看到状态发散，说明需要设计控制器才能满足要求。

注意到：二级倒立摆系统有 6个状态，但只有一个控制信号�，即小车的加速度。对某些系

统，不是所有的状态都能用 u来调节。换句话说，有些时候，无论怎么设计控制器�，都无

法改变系统的某些状态。因此，需要讨论倒立摆系统的可控性。

例：系统如下图所示。状态�1 = ��，�1 = ��，� = ��。

桥式电路
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表明：控制量�可以控制状态��，但对状态��无控制能力，即��是能控制的，而��是不能控

制的。

能控性判据：秩判据

对于线性定常系统：

�� � = �� � + �� � � � = �� � ≥ �
完全能控的充分必要条件是：

������ = ���� � ⋮ �� ⋮ … ⋮ ��−�� = �

其中：�为矩阵�的维数，�� = � ⋮ �� ⋮ … ⋮ ��−�� 称为系统的能控性判别阵。

任务 2：二级倒立摆系统的可控性分析

(1) 在Matlab中新建一个.m文件，输入如下代码，保存后运行。

(2) 输出结果：

七、实验心得

本次实验我们对直线二阶倒立摆模型进行了数学建模，并对二级倒立摆系统的稳定性与

可控性进行了分析。

  在建模过程中，采用的是拉格朗日力学分析法，使得建模不依赖于空间坐标系，更为方

便；同时建模中还利用了动能守恒定律、牛顿第三定律、质心定律等多个物理学定律，综合

结合了一节泰勒展开与线性代数等知识点，综合性十分强。

  在稳定性和可控性判别的过程中，我们新学习了一个能控性判据，掌握了线性定常系统

完全能控的充分必要条件。为后续设计控制器�打下了一定的理论基础。这次实验综合运用

了数学、物理学和控制理论，具有很高的综合性和理论深度。

  程序输出矩阵的秩为6，这说明二级倒立摆系统是可控的，即设计合适的�，可使得系统

的输出满足要求。设计二级倒立摆控制器�的方法有很多，如极点配置、输出反馈、神经网

络控制、模糊控制等等。


