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切比雪夫不等式

第四章 随机向量

(二维)随机向量的联合分布与边缘分布

离散型随机向量

边缘分布与联合分布的关系

连续型随机向量

边缘分布密度

随机变量的独立性

二维正态分布

二维随机向量的分布函数

定义：频率具有稳定性的事件叫作随机事件，频率的稳定值叫作该随机事件的概率。

随机事件 在条件 下发生的概率为 ，记作

定义：称一个事件组 为一个等概完备事件组，如果它具有下列三条性质：

1. 等可能性： 发生的机会相同

2. 完备性：在人一次试验中， 至少有一个发生（也就是所谓的“除此之

外，不可能有别的结果”）

3. 互不相容性：在任一次试验中， 之多有一个发生（也就是所谓“他们是

互相排斥的”）

等概完备事件组又称等概基本事件组，其中的任意事件 称为基本事件。

对于只满足条件2、3的事件组，称为完备事件组。

1. 必然事件表示为 ，不可能事件表示为

2. 包含：如果事件 发生，那么 必发生，就成事件 包含事件 ，记作

第一章 随机事件与概率

频率

频率 =
频数

试验次数

概率

A S p

P(A) = p

等概完备事件组

, , , ⋯ ,A1 A2 A3 An

, , , ⋯ ,A1 A2 A3 An

, , , ⋯ ,A1 A2 A3 An

, , , ⋯ ,A1 A2 A3 An

(i = 1, 2, ⋯ , n)Ai

事件的运算

U V

A B B A

A ⊂ B



3. 相等：如果事件 包含事件 ，同时事件 包含事件 ，那么就称事件 与 相等，或称等

价，记作

4. 并：事件“ 或 ”称为事件 与事件 的并，记作

5. 交：事件“ 且 ”称为事件 和事件 的交，记作

6. 对立事件：事件“非 ”称为 的对立事件，记作 ，有

7. 事件的差：事件 同 的差表示 发生而 不发生的事件，记作 ，由定义可知

如果事件 与事件 不能都发生，即

那么，称 与 是互不相容事件。

如果事件 ， 互不相容，则

如果 ， 是条件 下的两个随机事件， ，则称在 发生的前提下 发生的概率为条件

概率，记作

进一步地，

A ⊂ B
A B B A A B

A = B

A B A B

A ∪ B 或 A + B

A B A B

A ∩ B 或 AB 或 A ⋅ B

A A A
¯ ¯¯̄

A ∩ = VA
¯ ¯¯̄

A ∪ = UA
¯ ¯¯̄

A B A B A ∖ B

A ∖ B = A ∩ B
¯ ¯¯̄

事件的互不相容性

A B

AB = V (不可能事件)

A B

概率的加法公式

A B

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)

条件概率

A B S P(A) ≠ 0 A B

P(B | A)

概率的乘法公式

P(AB) = P(A)P(B | A)

P(A)P(B | A) = P(B)P(A | B)

事件的独立性



事件 的发生并不影响事件 的发生，即

称两个事件 ， 是相互独立的，如果

设事件组 为完备事件组，则对任意一个事件 有

考虑 时的简化情况，有

设事件组 为完备事件组，则对任意一个事件 有

逆概公式也称为贝叶斯公式，本质上是乘法公式与全概公式的结合，即

设每次射击打中目标的概率为 ，连续射击 次，求恰好打中 次的概率。

计算公式：

设单次试验中，事件 发生的概率为 ，则在 次重复实验中，

定义：对于条件组 下的每一个可能结果 都唯一的对应到一个实数值 ，则称实值变量

为一个随机变量，简记为 。

A B

P(B | A) = P(B)

A B

P(AB) = P(A)P(B)

全概公式

, , , ⋯ ,A1 A2 A3 An B

P(B) = P(B | )P( )∑
i=1

n

Ai Ai

i = 2

P(B) = P(B | A)P(A) + P(B | )P( )A
¯ ¯¯̄

A
¯ ¯¯̄

逆概公式

, , , ⋯ ,A1 A2 A3 An B

P( | B) = (j = 1, ⋯ , n)Aj

P(B | )P( )Aj Aj

P(B | )P( )∑n
i=1 Ai Ai

P( | B) = = (j = 1, ⋯ , n)Aj

P( B)Aj

P(B)
P(B | )P( )Aj Aj

P(B | )P( )∑n
i=1 Ai Ai

独立试验序列概型

p n k

A p(0 < p < 1) n

P(A发生k次) = (q = 1 − p) (k = 0, 1, 2, ⋯ , n)C k
n pkqn−k

第二章 随机变量与概率分布

随机变量

S ω X(ω)
X(ω) X



随机变量分为离散型随机变量和连续型随机变量。

举个例子：设盒中有5个球，其中2个白球、3个黑球，从中随便取3个球。则“抽得的白球数” 是

一个随机变量。

将随机变量 的所有可能取值到其相应概率的映射称为 的概率分布，记为

1. 两点分布

随机变量 仅取两个值：0或1，即

2. 二项分布

随机变量 满足二项分布可简记为：

3. 泊松分布

泊松分布是二项分布当

时的极限

4. 超几何分布

举个例子：设一堆同类产品共 个，其中有 个次品。现从中任取 个（假定

），则这 个样品中所含次品个数 是一个离散型随机变量，其概率分布为超几

何分布。

X

一、离散型随机变量的概率分布

概率分布

X X

= P{X = } (k = 1, 2, ⋯)pk xk

常用的离散型随机变量的概率分布

X

P{X = 1} = p (0 < p < 1)
P{X = 0} = q = 1 − p

P{X = k} = (k = 0, 1, 2, ⋯ , n)(0 < p < 1)C k
n P kqn−k

X X ∼ B(n, p)

P{X = k} = (k = 0, 1, 2, ⋯ , n)
λk

k!
e−λ

np = λlim
n→∞

P{X = m} = (m = 0, 1, 2, ⋯ , l) 其中, l = min(M, n)
C m

M C n−m
N−M

C n
N

N M n

n ≤ N − M n X

二、连续型随机变量



定义：对于随机变量 ，如果存在非负可积函数 ，使对任意的

都有

则称 为连续性随机变量；称 为 的概率密度函数，简称概率密度或密度。

与离散型随机变量类比：将离散型随机变量 的离散值无限细分，则 的概率分布将变为概率密度

函数。

显然，概率密度函数满足以下两条性质：

1. 对任何实数 ，有

1. 均匀分布

如果随机变量 的概率密度为

则称 服从 区间上的均匀分布

2. 指数分布

3. 正态分布

变量 服从正态分布 可简记为

标准正态分布：参数 时的正态分布，即 。它的密度函数为

一个重要的积分：

概率密度函数

X p(x)(−∞ < x < ∞)
a, b(a < b)

P{a < X < b} = p(x)dx∫ b

a

X p(x) X

X X

a

P{X = a} = 0

2. p(x)dx = 1∫ ∞

−∞

常见概率密度函数

X

p(x) = { (a < b)
λ 当a ≤ x ≤ b

0 其他

X [a, b]

p(x) = { (λ > 0)
λe−λx

0
当x ≥ 0
当x < 0

p(x) = (−∞ < x < ∞) (σ > 0)
1

σ2π
−−

√
e

− (x−μ
1

2σ2 )2

X N(μ, )σ2 X ∼ N(μ, )σ2

μ = 0, σ = 1 N(0, 1)

p(x) =
1
2π
−−

√
e−

x2
2

∫ ∞ 1 2



通过正态分布的密度函数求某个区间的概率时，需要计算密度函数的积分，这种计算非常复杂，

因此我们通过已经计算好数值的 函数来帮助求解：

那么对于标准正态分布，有

对于一般正态分布 ，常常使用变量替换法将其转化为标准正态分布，即令

这时， 。这样，对于一般正态分布也能轻易地计算其积分了

4. 分布

其中

变量 服从 分布可简记为

5. 韦布尔分布

定义：设 是一随机变量（可以是连续型的，也可以是离散型的，甚至更一般的），称函数

为 的分布函数。

连续型随机变量的分布函数事实上是其概率密度函数在区间 上的不定上限积分。

dx = 1∫ ∞

−∞

1
2π
−−

√
e−

x2
2

Φ

Φ(x) = dt∫ x

−∞

1
2π
−−

√
e−

t2
2

P{a < X < b} = Φ(b) − Φ(a)

N(μ, )σ2

t =
x − μ

σ

X ∼ N(μ, σ) → T ∼ N(0, 1)

Γ

p(x) = { (α > 0, β > 0)
βα

Γ(α)
xα−1e−βx

0

x > 0

x ≤ 0

Γ(α) = dx∫ ∞

0
xα−1e−x

X Γ X ∼ Γ(α, β)

p(x) = { m
xm−1

ηm e−(
x
η )m

0

x > 0

x ≤ 0

分布函数

X

F(x) = P(X ≤ x) (−∞ < x < +∞)

X

(−∞, x)



随机变量函数：设 是一个函数，所谓随机变量 的函数 就是这样一个随机变量 ：当

取 时，它取值 。记作

举个例子：设 是分子的速率，而 是分子的动能，则 是 的函数： （ 是分子

质量）

我们的目的是，根据已知的 的分布来寻求 的分布。

假设离散型随机变量 有如下关系： 。要得到 ，只需求出 时对

应的 （可能有0个或多个对应值），将这些 对应的概率相加即可。

分布函数法：已知 的分布，通过建立 与 的分布函数之间的关系来求得 的分布。

举个例子：已知 ，求 的概率密度。

解：设 的分布函数为 ，于是

其中 为 的分布函数。那么，我们有

将上式两边对 求微商，利用密度函数是分布函数的导数的关系，我们得到

再将

代入，有

随机变量函数的分布

f(x) X f(X) Y

X x y = f(x)

Y = f(X)

X Y Y X Y = m
1
2 X2 m

X Y = f(X)

离散型随机变量函数的分布

X, Y Y = f(X) P{Y = }yi Y = yi

xi xi

连续型随机变量函数的分布

X Y X Y

X ∼ N(μ, )σ2 Y =
X−μ

σ

Y (y)FY

(y)FY = P(Y ≤ y) (根据分布函数的定义)

= P( ≤ y) (因为Y = )
X − μ

σ

X − μ

σ
= P(X ≤ σy + μ) (不等式变形)
= (σy + μ) (根据分布函数的定义)FX

(x)FX X

(y) = (σy + μ)FY FX

y

(y) = (σy + μ)σpY pX

(x) =pX
1

σ2π
−−

√
e

− (x−μ
1

2σ2 )2

(y) =pY
1
2π
−−

√
e−

x2
2



这表明 。

随机变量的期望 是一个实数，它形式上是 所有可能取值的加权平均，代表了随机变量 的

平均值。因此，也称期望为均值或分布的均值。

1. 两点分布

2. 二项分布

3. 泊松分布

4. 超几何分布

定义：设连续型随机变量 的密度函数为 ，称

Y ∼ N(0, 1)

第三章 随机变量的数字特征

随机变量的期望

E(X) X X

离散型随机变量的期望

E(X) = (= + + ⋯ + + ⋯)∑
k

xkpk x1p1 x2p2 xkpk

几个常用分布的期望

E(X) = 1 ⋅ p + 0 ⋅ q = p

E(X) = k = np∑
k=1

n

C k
n pkqn−k

E(X) = k ⋅∑
k=0

∞ λk

k!
e−λ

= λ (令m = k − 1)e−λ ∑
m=0

∞ λm

m!

= λ (根据泊松分布的密度之和为1)e−λeλ

= λ

E(X) =
nM

N

连续型随机变量的期望

X p(x)

∫ +∞



为 的期望（或均值），记作 。

本定义要求  收敛

 在定性认识上，均值就是密度函数横坐标的中间值

1. 均匀分布

2. 指数分布

3. 正态分布

证明略。正态分布密度函数以 为对称轴，这就是其含义所在。

xp(x)dx∫ +∞

−∞

X E(X)

|x|p(x)dx∫ +∞
−∞

几个常用分布的期望

E(X) = (b + a)
1
2

E(X) = xp(x)dx∫ +∞

−∞

= λx dx∫ +∞

0
e−λx

= t dt (令t = λx)
1
λ

∫ +∞

0
e−t

= − td
1
λ

∫ +∞

0
e−t

= − [(t ) − dt]1
λ

e−t ∣
∣∣
+∞

0
∫

+∞

0
e−t

=
1
λ

E(X) = μ

x = μ

期望的简单性质

E(c) = c;
E(kX) = kE(X);
E(X + b) = E(X) + b;
E(kX + b) = kE(X) + b;

随机变量函数的期望公式



对于离散型随机变量

对于连续型随机变量

求随机变量函数的期望有如下两种方法：

1. 利用上述随机变量函数的期望公式直接求解；

2. 首先通过 的分布推出 的分布，然后通过期望的定义求出 的期望。

一般来说，第一种方法较为简单，是我们的首选方法。

这表明 的方差，就是 的均值（其中 为 的均值，即 ）

 定性认识， 越小，则 取值越集中在 附近。方差刻画了随机变量取值的分

散程度。

方差简化计算公式：

推导如下：

E[f(X)] = f( )∑
i

xi pi

E[f(X)] = f(x)p(x)dx∫ +∞

−∞

X f(X) f(X)

随机变量的方差

统一定义

D(X) = E([X − E(X) )]2

X D = (X − c)2 c X c = E(X)

D(X) X E(X)

D(X) = E( ) − (X)X2 E2

D(X) = [x − E(X) p(x)dx∫ +∞

−∞
]2

= [ − 2xE(X) + (X)]p(x)dx∫ +∞

−∞
x2 E2

= p(x)dx − 2E(X) xp(x)dx + (X) p(x)dx∫ +∞

−∞
x2 ∫ +∞

−∞
E2 ∫ +∞

−∞

= E( ) − 2E(X) ⋅ E(X) + (X) ⋅ 1X2 E2

= E( ) − (X)X2 E2

离散型随机变量的方差



定义：设离散型随机变量的概率分布为

则称和数

为 的方差，记作 。

定义：设连续型随机变量的密度为 ，则称

为 的方差，记作 。

1. 两点分布

2. 二项分布

证明略。

3. 泊松分布

已知 ，

则

P(X = ) = , k = 1, 2, ⋯xk Pk

[ − E(X)∑
k

xk ]2
pk

X D(X)

连续型随机变量的方差

p(x)

[x − E(X) p(x)dx∫ +∞

−∞
]2

X D(X)

常用分布的方差

D(X) = E( ) − (X)X2 E2

= ( ⋅ p + ⋅ q) −12 02 p2

= pq

D(X) = npq

E(X) = λ

E( )X2 = ⋅∑
k=0

∞

K2 λk

k!
e−λ

= (k − 1 + 1)∑
k=1

∞ λk

(k − 1)!
e−λ

= ⋅ + λ ⋅λ2 ∑
k=2

∞ λk−2

(k − 2)!
e−λ ∑

k=1

∞ λk−1

(k − 1)!
e−λ

= + λλ2

( ) = ( + ) − =2 2



4. 均匀分布

5. 指数分布

6. 正态分布

定义：我们称 个随机变量 的整体 为 维随机向量。

我们重点研究二维随机向量。

为二维离散型随机向量，当且仅当 都是离散型随机变量。

一般称

为 的概率分布，也称为 的联合分布。常采用概率分布表来表示离散型随机向量

D(X) = ( + λ) − = λλ2 λ2

D(X) = (b − a
1

12
)2

D(X) =
1

λ2

D(X) = σ2

方差的简单性质

D(c) = 0;
D(kX) = D(X);k2

D(X + b) = D(X);
D(kX + b) = D(X);k2

切比雪夫不等式

P{|X − E(X)| ≥ ε} ≤
D(X)

ε2

第四章 随机向量

n , , ⋯ ,X1 X2 Xn ξ = ( , , ⋯ , )X1 X2 Xn n

(二维)随机向量的联合分布与边缘分布

离散型随机向量

ξ = (X, Y ) X, Y

P{(X, Y ) = ( , )} = (i = 1, 2, ⋯ ; j = 1, 2, ⋯)xi yj pij

ξ = (X, Y ) (X, Y )



的概率分布。这些 具有2条基本性质：

1. 非负

2. 概率总和为1

三项分布：

边缘分布：对于二维随机向量 ，分量 的概率分布称为 的关于 的边缘分布。

如果将 的概率分布写在概率分布表中（ 为行数， 为列数），则关于 的边缘分布为“将每

行加和得到的一列”；关于 的边缘分布为“将每列加和得到的一行”。

概念：对于二维随机向量 ，如果存在非负函数

，使对于任意一个邻边分别平行于坐标轴的矩形

区域 ：“即由不等式 确定的区域”，有

则称随机向量 为连续型的；并称 为 的分布密度，也称 为 的联

合分布密度。

由定义式容易得到

 二维随机向量 落在平面上任意区域 的概率，就等于联合密度 在 上的

积分。这就吧概率的计算转化为一个二重积分的计算。

pij

≥ 0pij

= 1∑
i

∑
j

pij

P{(X, Y ) = ( , )} = (1 − −k1 k2
n!

! !(n − − )!k1 k2 k1 k2
p

k1
1 p

k2
2 p1 p2)n− −k1 k2

边缘分布与联合分布的关系

(X, Y ) X (X, Y ) X

P{X = } =xi ∑
j

pij

P{Y = } =yj ∑
i

pij

(X, Y ) i j X

Y

连续型随机向量

ξ = (X, Y )
p(x, y)(−∞ < x < +∞, −∞ < y < +∞)

D a < x < b, c < y < d

P{(X, Y ) ∈ D} = p(x, y)dxdy∬
D

ξ = (X, Y ) p(x, y) ξ p(x, y) (X, Y )

p(x, y)dxdy = 1∫
+∞

−∞
∫

+∞

−∞

(X, Y ) D p(x, y) D



 几何意义： 的概率，数值上就等于以曲面 为顶、以平面区

域 为底的曲顶柱体的体积。

定义：对于随机向量 ，作为其分量的随机变量 （或 ）的密度函数 （或

），称为 的关于 （或 ）的边缘分布密度。

当 的联合密度 已知是，可通过以下方法求得边缘密度

定义：设 是两个随机变量，如果对任意的 ，事件 与

相互独立，则称 与 是相互独立的。

重要定理：设 分别有分布密度 ，则 与 相互独立的充要条件是：二元函数

是随机向量 的联合密度。

两个边缘密度分别为两个一维正态分布：

对于二维正态分布，两个分量 与 独立的充要条件是 。

定义：设 是二维随机向量，称函数

{(X, Y ) ∈ D} z = p(x, y)
D

边缘分布密度

(X, Y ) X Y (x)pX

(y)pY (X, Y ) X Y

(X, Y ) p(x, y)

(x) = p(x, y)dypX ∫ +∞

−∞

(y) = p(x, y)dxpY ∫ +∞

−∞

随机变量的独立性

X, Y a < b, c < d {a < X < b}
{c < Y < d} X Y

X, Y (x), (y)pX pY X Y

(x) (y)pX pY

(X, Y )

二维正态分布

p(x, y) =
1

2πσ1σ2 1 − ρ2− −−−−
√

e
− [( − +( ]1

2(1− )ρ2
x−μ1

σ1 )2 2ρ(x− )(y− )μ1 μ2
σ1σ2

y−μ2
σ2 )2

(x) =PX

1
2π
−−√ σ1

e
−

(x−μ1)2

2σ2
1

(y) =PY
1

2π
−−

√ σ2
e

−
(y−μ2)2

2σ2
2

X Y ρ = 0

二维随机向量的分布函数

ξ = (X, Y )

F(x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y}



为它的分布函数。

若 的分布函数有二阶连续偏微商，则

就是 的分布密度。

ξ = (X, Y )

F(x, y)∂2

∂x∂y

ξ


